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摘摘摘 要要要

近年来，作为量子力学与信息科学交叉的新的研究领域，量子信息和量子

计算的研究获得了迅速而巨大的发展。其中，量子相干性成为量子信息研究的

根本要求之一，相干性的损失（量子退相干）将会削弱量子计算的能力。目前，

量子退相干已经成为量子计算运行的最大障碍，量子退相干问题的研究引起了

广泛的关注。另一方面，为了运行量子计算，需要把多个量子比特相干集成在一

起组成一个稳定的量子网络。在量子网络中，我们需要一个“媒质”作为数据总

线来进行在多个量子比特之间转移量子信息的工作。最近，美国耶鲁大学研究

小组的实验方案显示，量子传输线以其超过腔量子电动力学（cavity QED）的

优点，从而可能成为一个更好的数据总线。

在现实中，为了克服量子退相干带给量子计算的不良影响，我们应当从实

验和理论上研究各种量子比特的相干特性。最近，在固体量子计算中，约瑟夫森

结量子比特由于其良好的可规模化和集成化的特点显示出作为实用量子比特的

巨大潜力。并且实验上已经实现了拉比振荡、两比特量子纠缠等。到目前为止，

约瑟夫森结量子比特的退相干时间已经达到了5µs的量级。在这个领域，约瑟夫

森结量子比特与量子传输线耦合的方案已经成为量子信息研究中的一个热点。

尽管基于约瑟夫森结的量子计算已经取得了很多的进展，但是在量子计算

的可扩展性方面，相对较短的退相干时间仍然是比较大的问题，约瑟夫森结量

子比特的退相干机制还不是很清楚。在约瑟夫森结中，背景电荷的起伏效应是

一个确定的导致约瑟夫森结量子比特退相干的来源，但并不是唯一的来源。对

于一个实际的电荷量子比特，门电压的涨落也可能引起量子比特的退相干。

现在，大多数的研究都只关心无耗散理想外场条件下的问题。假如把一个

电荷量子比特放在非理想的量子传输线中，其量子相干性会发生怎样的演变？

这就是本文的研究动机所在。本文中，我们采用准模的方法处理非理想的量子

传输线中的量子化磁场，其中的量子化电磁模式可以分为两部分：共振单模和

非共振多模。本文的研究表明，电荷量子比特引起的非线性耦合导致了量子化

磁场中共振单模与非共振多模之间的有效相互作用，从而引起了共振单模的量

子耗散，并进一步诱导了电荷量子比特退相干的发生。这就是本文提出的量子

比特退相干的新机制。
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本文的内容包括两大部分：

（1）以理想的一维无损耗量子传输线为基础，在第三章和第四章中，研究了电

荷量子比特的可控量子退相干和量子纠缠，演示了一个量子信息的动力学存储

过程，并在第四章中实现了一个可控两比特量子逻辑门。

（2）以非理想的一维无损耗量子传输线为基础，在第五章中应用准模的方法描

述量子传输线产生的量子化磁场，提出了一个由非线性耦合导致电荷量子比特

退相干的新机制。

关键词：电荷量子比特，量子传输线，量子退相干，量子耗散，量子信息存储。



Abstract

Recently quantum information and quantum computation have make great

progresses in the integration of quantum mechanics and information science.

Since the coherence is an essential requirement for quantum information, the

decoherence will result in errors that will reduce the power of quantum computa-

tion and quantum communication or even destroy it. The quantum decoherence

has thus become the biggest obstacle to its implementation. On the other hand,

we need to integrate two or more qubits to construct a quantum network. In

a quantum network, we need a medium (data bus) to transfer quantum infor-

mation between different qubits. Yale University’s experiment demonstrates the

quantum transmission line that shows its advantages over other data buses.

In reality, to overcome quantum decoherence, we should know its dynamic

details theoretically and experimentally in various physical systems that have

all kinds of qubits. Recently in solid state based quantum computation, Joseph-

son Junction qubits–charge qubit, flux qubit or their hybridizations–demonstrate

their large potential as a candidate of a scalable quantum computation. On one

hand, the Rabi oscillation in a Cooper-pair box (charge qubit), the existence of

two-qubit states, and the entanglement between a flux qubit and a superconduct-

ing quantum interference device (SQUID) have all been realized experimentally.

Up to now, the decoherence time of Josephson junction qubit has been the order

of 5µs. On the other hand, to implement quantum computation, one should inte-

grate many qubits to form a quantum coherent net- work. To this end, a data bus

is required to transfer quantum information among these qubits in the network.

Some investigations have shown that quantized field in quantum transmission

line might be a good candidate. For this purpose, the integration of JJ qubit and

quantum transmission line has become a focus in exploring the JJ qubit based

quantum computing.

In spite of these exciting advances, the relatively short coherent time is

still a problem in implementing the JJ qubit based quantum computation on a
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large scale and the mechanism of the decoherence of JJ qubit is not very clear,

especially with the presence of an external field. The fluctuation of background

charge is a well-known source of quantum decoherence and it is not the only one.

For a real dc-SQUID, the fluctuations of the gate voltage and the magnetic flux

produced by the screening current circulating around the dc-SQUID may also

cause additional quantum decoherence in the charge qubit-TLR system.

Most current investigations for integrating and manipulating various kinds of

JJ qubits mainly concern about the idealized cavity without damping. Naturally

one can question about what will happen if we place a qubit in a quantum

transmission line. It is our direct motivation for this paper. Here we will deal

with quantized field in a non-ideal quantum transmission line with the quasi

normal mode approach. In this treatment, field modes in a non-ideal quantum

transmission line are divided into a single resonant mode and other non-resonant

multi-modes. Due to the nonlinear coupling between the charge qubit and the

quantum transmission line, the effective interaction between those non-resonant

modes and the resonant one causes an additional dissipation of the resonant

mode. This is the novel mechanism of quantum decoherence that will be explored

in this thesis for the charge qubits in the quantum transmission line.

The thesis includes two part:

(1) Based on the ideal lossless quantum transmission line, we study the engineered

quantum decoherence and quantum entanglement for the charge qubit in Sec. III

and IV. We also demonstrate a dynamic process of quantum information storage

and realize a controlled two qubit logic gate in Sec. IV.

(2) Based on the non-ideal lossless quantum transmission line, we deal with the

quantum magnetic field contained in a quantum transmission line with quasi-

normal mode approach. In Sec. V, we find a new mechanism of the quantum

decoherence for the charge qubit.

Keywords: Charge Qubit, Quantum Transmission Line, Quantum Decoher-

ence, Quantum Dissipation, Quantum Information Storage.
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第第第一一一章章章 引引引言言言：：：基基基于于于约约约瑟瑟瑟夫夫夫森森森结结结的的的量量量子子子计计计算算算

1.1 量量量子子子信信信息息息研研研究究究的的的背背背景景景

态叠加原理是量子力学中最基本的原理之一，同时也是量子信息技

术（quantum information technology）的基石。在量子计算（quantum com-

putation）中，我们首先要找到合适的量子信息载体。原则上，任何具有两个

能级的量子系统都能用来记录信息，这样的基本量子单位元被称为”量子比

特（qubit）”，量子比特是建造量子计算机（quantum computer）的基石。与经

典比特（classical qubit）不同，量子比特能够同时处于这两个量子态的相干叠加

态上，这是由系统的量子特性决定的。到目前为止，实用量子计算机还未实现。

理论上，与经典计算机相比，量子计算机在执行一些特定任务方面具有巨大的

计算能力。能否建造、如何建造实用的量子计算机已经成为今日量子物理的主

要目标之一。

1.1.1 量量量子子子比比比特特特

众所周知，在微处理芯片上，电压的高低不同可以表示经典信息的“0”

和“1”。然而，在量子信息技术中，我们已经有很好的二能级量子系统来描述二

进制信息，例如光子的两个不同的极化态、磁场中电子自旋或核子的两个不同

的自旋方向等。在量子信息的研究中，一个信息比特被称为“量子比特”。用两

个或多个量子比特，我们可以建造量子逻辑门网络。门操作可以通过控制量子

比特之间的相互作用来进行，各种普适的量子逻辑门的操作是构成量子计算机

运行的基本单元。由于量子力学中的态叠加原理允许同时进行超大数目的并行

计算，所以量子计算机具有比经典计算机更强大的计算能力。对于一些特定的

问题，如大数因子化等通常被认为是传统计算机无法解决的问题，通过“量子

并行计算”将会得到有效的解决。但是，对于通常意义上的计算，量子计算机还

没有表现出超过传统的经典计算机的能力。从能够运行量子计算所需的量子比

特和量子逻辑门操作的数目来看，现存的量子计算方案都没有达到实用的程度。

目前，我们正处于应用少数量子比特的阶段，而且仅有数目较少的实验方案实

现了少数量子比特的少数的量子操作，这些都是我们遇到的技术挑战。
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通常，量子退相干（quantum decoherence）[1]被用来解释为什么宏观物体

的量子叠加态无法观测到。实际的量子计算所遇到的一个严重的阻碍是，处

于“0”态和“1”态的叠加态的量子比特将会退相干到“0”态或“1”态。理想的

相干叠加态仅存在于与周围环境隔绝的量子世界中，但是周围环境的影响是不

能完全被隔离的。量子相干性已经成为量子信息的基本要求之一，而量子退相

干将会导致信息处理过程中错误的产生，从而削弱甚至毁掉量子计算和量子通

讯的能力，量子退相干已经成为运行量子计算的最大阻碍。在实际中，我们需

要一个退相干时间较长的量子比特和一个数据总线来执行逻辑门。为了克服量

子退相干，我们应该从理论上了解它的动力学细节，在实验中掌握包括各种量

子比特在内的各种物理系统。

作为一个实用的量子计算，必须满足下面的五个标准[2]：

（1）一个可规模化的很好两能级系统（量子比特）；

（2）量子比特具有良好的制备初态的能力；

（3）与量子逻辑门操作的时间相比，量子比特具有相对较长的退相干时间。

（4）量子比特能够用来建造通用量子逻辑门；

（5）具有对量子比特进行测量的能力。

从上面的标准可以看出，量子比特的相干性是非常重要的。如果量子比特的相

干性受到破坏，量子计算就会变成经典计算。这样，量子退相干的来源就成为

研究的热点问题之一。

目前，随着固体加工技术的进步，已经出现了多种有潜力的能够运行量子

信息处理的量子比特的方案，如离子阱[3]、量子点[4, 5]、硅基核自旋[6]、核磁共

振[7]、约瑟夫森结[8]。在本文中，我们将在固体量子系统（约瑟夫森结、量子传

输线）中研究（电荷）量子比特的相干性及其演变的物理特征和动力学机制。

在量子信息与量子计算的研究中，信息被储存在量子比特中。如果我们把

两个量子比特耦合起来，就可以组成两比特量子逻辑门。研究证明[10]，在由多

个量子比特组成的量子网络中，信息的处理过程可以分解为一组量子逻辑门的

操作，而单比特操作和两比特量子逻辑门的操作是最基本的。最近，在基于固

体器件的量子计算中，约瑟夫森结量子比特已经显示出成为构建可规模化量子

计算的量子比特的了巨大潜力。在约瑟夫森结量子比特中，根据电荷能EC与约

瑟夫森耦合能EJ 之间的比值关系（见表格1.1），量子比特的种类可以分为：电

荷量子比特（charge qubit）[11]，磁通量子比特（flux qubit）[13]，位相量子比
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参数 电荷量子比特 磁通量子比特 位相量子比特

EC > EJ ∆

EC < EJ ∆

EC ∼ EJ ∆

表 1.1: EC和EJ之间的比值关系决定了约瑟夫森结量子比特的分类。

特（phase qubit）[14, 15]。

1.1.2 数数数据据据总总总线线线

目前，实验上已经实现了库珀对盒子（Copper Pair Box）中的拉比振

荡（Rabi Oscillation）[11, 12]，从而可以进行单个量子比特的操作。两量子

比特态的实现及磁通量子比特与超导量子干涉器件（SQUID）之间的量子纠

缠（quantum entanglement）[16]，使得我们可以进行两比特量子逻辑门的操作。

为了执行量子计算，我们应该把多个量子比特相干集成起来组成一个量子网

络（quantum network[10]）。在量子网络中，我们需要稳定有效的数据总线在量

子计算网络中的多个量子比特之间传递量子信息。

迄今为止，约瑟夫森结量子比特的退相干时间已经可以达到5µs [14]。为了

组成能够运行量子计算的稳定的量子网络，我们需要一个好的数据总线来耦合

两个量子比特，从而构成量子逻辑门，各种逻辑门可以用来构造量子网络。目

前的研究表明，腔量子电动力学（简称“腔QED”）中的微波腔可能是一个好的

数据总线，它的寿命可以达到1ms [18]，量子比特与腔QED系统组成的方案已

经成为固体量子计算研究中的热点[19, 20, 21, 22, 23, 24]。最近的研究显示，量

子传输线（quantum transmission line）表现出优于腔QED的特性，可能成为更

好的数据总线[25, 26, 27]。

在量子信息与量子计算的研究中，实验上已经在非固态量子比特系统（核磁

共振）中成功地演示了量子逻辑门（CNOT门）操作和简单的量子算法（Shor算

法和Grover算法）。但是，在通往实用量子计算机的道路上，还需要克服很多已

知和未知的困难。首先，如何产生和控制一个稳定的量子比特系统，是当前走

向量子信息实用化所面临的一个关键性问题。实验和理论上已经研究了多种固

体量子系统，包括离子阱（ion trap）[3]、核磁共振[7]、约瑟夫森结[8]等。综合考
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虑，约瑟夫森结量子比特显示出作为量子信息载体的巨大潜力。再者，为了构造

物理上可行的量子计算机，我们必须把普适的量子逻辑门集成化，并保持量子

比特之间的量子纠缠（quantum entanglement）。但是随着集成量子比特数目的

增多，量子相干性损失（量子退相干，quantum decoherence）会变得越来越强，

有时甚至呈现e指数增长关系。最近有研究表明[28]，单粒子的量子相干性的损

失呈e指数衰变，但用concurrence表征的量子纠缠却会在有限的时间内丧失殆

尽。这些研究成果表明，多量子比特集成后的量子相干性可能变得更加脆弱。

量子信息研究中，另外一个关键问题是量子存贮（Quantum Storage）[29,

30]。其基本类型分为两种：

（1）把退相干时间短的量子比特所携带的信息转移到退相干时间长的量子系统

中（如数据总线），从而可以获得足够长的时间来保存和处理信息。例如，把量

子点中电子自旋量子比特的信息转换为量子点中原子核自旋系综的量子信息；

（2）把非定域不易操纵的量子系统所携带的信息传递到定域的易操纵的量子系

统中。例如，通过对经典光场的绝热操纵，可以把量子光场的信息转移到原子

系综的集体激发中去（相关研究见文献[31]）。这方面所涉及到的问题是强关联

多体量子系统的准激发与光场或其他小量子系统的相互作用，如单电子和海森

堡链中自旋波的相互作用。传统的凝聚态物理中通常不太涉及这类问题，但目

前自旋量子学的研究似乎开始关注这种类型的研究。在本论文中，我们将在第

三章中演示一个量子信息的动力学存储过程。

1.2 最最最新新新的的的实实实验验验进进进展展展:量量量子子子比比比特特特与与与一一一维维维量量量子子子传传传输输输线线线的的的强强强耦耦耦合合合

腔QED研究了高品质腔中分立的光子模式与原子的耦合，研究的重点在

于获得强耦合。此类量子系统被看作是量子信息研究的重要对象，类似于腔量

子电动力学的思想和方法已经被用在纳米机械腔的相关研究中[32]。为了达到

数据总线（Data Bus）与量子比特之间的强耦合，实验上出现了多种方案，如

腔QED（微波腔）等。最近，美国耶鲁大学的研究小组用腔QED的方法将库珀

对盒子（Cooper Pair Box）与量子传输线耦合在一起[25, 26]。通过与其他方案，

如LC回路、大约瑟夫森结或三维腔QED相比，量子传输线的优点在于能够获得

更强的与量子比特的耦合。耶鲁研究小组的实验方案提供了一种可能，即用微

波的方法（而不是可见光子或激光）在微小尺度的电路上，成功地把一个单光

子和一个超导量子比特耦合到一起，这是建造量子计算机重要的一步。任意的
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量子网络都可以由多个单比特门和两比特逻辑门构成。单比特门在实验上很容

易实现，这样实现两量子比特逻辑门就成为实验的重点所在。

尽管取得了很多进展，相对短的相干时间仍然是大尺度量子计算中无法回

避的一个重要问题。在目前的研究中，量子比特退相干的机制不是很清楚，特

别是在外场存在的情况下。在本文所研究的系统（电荷量子比特和量子传输线）

中，背景电荷的涨落是量子退相干的一个确定来源，但并不是唯一的来源。对

于一个实际的超导量子干涉器件（电荷量子比特）来说，环行电流的屏蔽效应

也可能引起量子比特的退相干。为了突出说明我们提出的非线性退相干的物理

机制，当量子干涉器件的屏蔽参数βm = 2LIc/Φ0 ≤ 2/π [33]时，我们不讨论屏

蔽电流的效应。这里，L 是超导量子干涉器件的环路电感，Ic 是约瑟夫森结的

临界电流，Φ0 是磁通量子。为了简化文章中的分析和更清晰地演示非线性退相

干的物理机制，我们不考虑门电荷的涨落和退相干的其它来源。

在量子传输线中的量子比特的相干性如何？退相干的来源是什么？本文的

研究正是对这个问题的一个回答。这里，考虑量子传输线形成的腔中的量子化

磁场对量子比特退相干的影响。电荷量子比特与量子传输线形成的“微腔”中

量子化磁场的非线性耦合，将会导致电荷量子比特退相干的发生。本文所提出

的非线性退相干机制也是量子退相干的一个来源。

1.3 本本本文文文的的的结结结构构构

第一章，简要回顾了量子信息研究的背景和现状。主要内容包括：约瑟夫

森结量子比特、数据总线及多种固体量子计算方案。

第二章，结合量子信息研究的发展，详细介绍了本文选用的电荷量子比

特（库珀对盒子）及数据总线（量子传输线），并且用Heisenberg的量子化思想对

经典的一维无损耗传输线和有损耗传输线进行了量子化。

第三章，介绍美国耶鲁大学研究小组关于量子传输线的实验方案，并建立

本文的电荷量子比特与量子传输线耦合的模型。当理想的一维无损耗量子传输

线中仅包含一个单模量子化磁场条件下，演示了电荷量子比特中量子信息的动

力学存储过程。

第四章，在第三章的模型基础上，讨论了电荷量子比特的量子纠缠及可控

量子退相干，并且实现了一个可控两比特量子逻辑门。
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第五章，用准模的方法描述非理想的一维无损耗量子传输线中的量子化磁

场，从而提出了由非线性耦合诱导量子比特退相干的新的退相干机制。



第第第二二二章章章 库库库珀珀珀对对对盒盒盒子子子和和和量量量子子子传传传输输输线线线

本章的主要内容是介绍库珀对盒子（Cooper Pair Box）和量子传输

线（quantum transmission line）。库珀对盒子是量子信息研究中出现的一个

典型的电荷量子比特，同时它也是一个比较成熟的实用量子比特，我们将在第

一节中介绍库珀对盒子。最近的实验表明，量子传输线作为一个数据总线可以

实现两比特间的量子纠缠。因为经典传输线无法实现两比特间的量子纠缠，所

以我们将在第二节和第三节中介绍经典传输线的模型及其量子化。

2.1 库库库珀珀珀对对对盒盒盒子子子

在量子信息的研究中，约瑟夫森结量子比特是比较成熟的实用量子比特。

根据第一章中约瑟夫森结量子比特的分类可知，本文中选用的库珀对盒子属于

电荷量子比特。图2.1中所示的库珀对盒子就是一个典型的电荷量子比特，下面

主要介绍库珀对盒子在何种条件下可以成为一个实用的电荷量子比特。

本节将通过介绍低电容约瑟夫森结的一些特性，展示库珀对盒子在何种条

件下能够成为一个良好的二能级量子系统。如图2.1所示，在一个典型的库珀对

盒子中，介观尺寸的超导岛（岛上有n个过剩的库珀对）通过一个约瑟夫森结与

超导电极连接。其中，CJ为约瑟夫森结的结电容，EJ为约瑟夫森耦合能，起控

制作用的门电压Vg通过一个门电容Cg耦合到超导岛上。目前的半导体加工技术

可以把结电容做到CJ ¿ 10−15F的量级，而门电容Cg的量级甚至可以做到更小

的程度。这里，可以定义两个重要的能量标度：（1）单电子电荷能

EC = e2/2 (Cg + CJ)，

显然EC依赖于超导岛的总电容Cg + CJ；（2）约瑟夫森耦合能EJ，其正比于约瑟

夫森结的临界电流Ic的大小，即EJ ∝ Ic。

当库珀对盒子可以作为一个电荷量子比特来考虑时，要求其中的超导能

隙∆是最大的能量标度，即∆ > EC > EJ。在较低的工作温度情况下，超导岛上

的准粒子隧穿被压缩至无激发的状态[50]。在以上条件下，约瑟夫森结中发生隧

穿的只有库珀对，而不再有准粒子的激发存在。此时，描述电荷量子比特的的
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图 2.1: 库珀对盒子–典型的电荷量子比特。

哈密顿量可以写为[8]

H = 4EC(n− ng)
2 − EJ cos Θ。 (2.1)

式中，n为超导岛上描述库珀对数目的算子，Θ为超导序参量的位相，且二者满

足对易关系

[n, Θ] = i~。

为了方便描述图2.1中门电压Vg的控制作用，我们定义了一个控制参数，即门电

荷ng = CgVg/2e。公式（2.1）中的哈密顿量由以下两部分组成：

（1）电荷能4EC(n− ng)
2；

（2）约瑟夫森耦合能−EJ cos Θ。

在本论文中，当EC À EJ时，库珀对盒子的能级结构主要由哈密顿量中电

荷能的部分4EC (n− ng)
2决定。这里，超导岛上的电荷态|n〉用库珀对数目n标

记。如图2.2所示，当ng近似地为一个半整数，即

ng ∼ n +
1

2
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图 2.2: 超导回路的电荷能EC随有效门电荷ng及库珀对数目n的函数关系。接近

简并点ng = 1/2时，库珀对盒子可以有效地简化为一个很好的二态量子系统。

时，两个相邻的电荷态|n〉和|n + 1〉具有的电荷能变得非常接近，即
4EC (n− ng)

2 ∼ 4EC (n + 1− ng)
2。

此时，电荷态|n〉和|n + 1〉就形成一个有效的二态空间，而其他电荷态被很好
地隔离开。另外，约瑟夫森耦合能EJ的存在使得两个能量非常接近的电荷

态|n〉和|n + 1〉混合起来形成相干叠加态。在这个二态空间上，公式（2.1）中的

哈密顿量就可以重新写为

Hq = 4EC

∑
n

(n− ng)
2 |n〉 〈n| − EJ

2

∑
n

(|n + 1〉 〈n|+ |n〉 〈n + 1|)。 (2.2)

在实际中，ng的取值范围限定为ng ∈ [0, 1]。此时，可以只考虑能量最低的两个

电荷态|0〉和|1〉，其他能量较高的态可以忽略。此时，库珀对盒子可以被看作为
一个电荷量子比特。在以上的条件下，公式（2.1）中的哈密顿量可以简化为一

个二态量子系统（量子比特）的哈密顿量，即2× 2矩阵的形式

Hq = 4EC(ng − 1

2
)σz − EJ

2
σx。 (2.3)

采用自旋1/2的标记，则上式中的哈密顿量可以重新表示为

Hq = −1

2
Bzσz − 1

2
Bxσx。 (2.4)
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式中，有效磁场的z方向分量（由门电压Vg控制的电荷能劈裂）为

Bz = 4Ec (1− 2ng)， (2.5)

而有效磁场的x方向的分量（约瑟夫森耦合能）为

Bx = EJ。 (2.6)

与核磁共振量子计算类似，单个电荷量子比特的操作可以通过调节有效磁场的

分量Bx和Bz来完成。下面，我们演示一个单比特量子逻辑门的操作：调节门电

压Vg，使量子比特处于简并点ng = 1/2，并保持一段时间∆t，就可以在自旋空间

中产生一个旋转，即

U1−bit (α) = exp
(
i
α

2
σx

)
=

(
cos α

2
i sin α

2

i sin α
2

cos α
2

)
。 (2.7)

式中，α = EJ∆t/~。在量子计算中，旋转变换U1−bit (α)可以实现一个单个量子

比特的操作。例如，当量子比特的初态为|↑〉时，U1−bit (α)作用到|↑〉上并保持一
段时间∆t，则量子比特的末态演化为

U1−bit (α) |↑〉 = exp
(
i
α

2
σx

)
|↑〉

=

(
cos α

2
i sin α

2

i sin α
2

cos α
2

) (
1

0

)

=

(
cos 1

2
α

i sin 1
2
α

)

= cos
α

2
|↑〉+ i sin

α

2
|↓〉。

通过上面的操作，就得到了一个可以任意选择权重的相干叠加态。也就是说，

通过控制有效磁场分量Bz和Bx，可以实现所有的单个量子比特的操作。在实验

上[11]，Nakamura等人已经很好地实现了这种单个电荷量子比特的操作。

在实际中，当不需要对单个量子比特进行操作时，通常希望“关闭”量子比

特，即通过调整量子比特哈密顿量中的可控参数使得Hq = 0。这样，量子比特

的状态就不再随时间进行演化，从而可以方便地进行与量子比特无关的操作。
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图 2.3: 超导量子干涉器件代替了单个约瑟夫森结，环路中的磁通可用外加磁场

控制。

从公式（2.4）中的哈密顿量Hq中可知，电荷量子比特中的电荷能分量，即有效

磁场的z方向分量

Bz = 4EC (1− 2ng)

可以通过控制门电压（有效门电荷ng）来调节。但是，约瑟夫森耦合能分量（有

效磁场的x方向分量EJ）却是不可调节的，这就对量子比特的操作带来一些局

限。目前，这个问题已经有了很好的解决方法，即约瑟夫森耦合能EJ也可以被

调节。如图2.4所示，单个的约瑟夫森结可以由一个超导量子干涉器件替代[34]，

且超导量子干涉器件中的两个完全相同的约瑟夫森结组成一个闭合回路。假定

外加磁场在超导量子干涉器件的闭合回路中产生的磁通为Φ，则这个超导量子

干涉器件闭合回路具有可调节的约瑟夫森耦合能

EJ cos

(
π

Φ

Φ0

)
。 (2.8)



12 电路量子电动力学中量子退相干问题的理论研究

下面，我们将推导超导量子干涉器件闭合回路的约瑟夫森耦合能。

在图2.3中，由约瑟夫森电流定律[9]可知，通过每个约瑟夫森结的电流分别

为

I1 = Ic sin γ1 (2.9)

和

I2 = Ic sin γ2 (2.10)

式中，Ic为通过约瑟夫森结的临界电流，γ1和γ2分别为流经两个约瑟夫森结的电

流I1和I2所产生的位相差。流经整个超导量子干涉器件的电流I 等于分别流经两

个约瑟夫森结的电流I1和I2之和，即

I = I1 + I2

= Ic sin γ1 + Ic sin γ2

= 2Ic cos
γ1 − γ2

2
sin

γ1 + γ2

2
。 (2.11)

这里，用θa、θb、θc和θd分别标记环路中位置为a、b、c和d处的位相。根据位相的

环路定理，沿回路a → b → c → d → a进行积分，则

∮
∇θ · d−→l = 2nπ， (2.12)

即存在下面的关系

(θb − θa) + (θc − θb) + (θd − θc) + (θa − θd) = 0。 (2.13)

式中，(θb − θa)为闭合回路a → b段位相差，(θc − θb)为闭合回路b → c段位相

差，(θd − θc)为闭合回路c → d段位相差，(θa − θd)为闭合回路d → a段位相

差。当外界存在磁场时，流经约瑟夫森结1和约瑟夫森结2的电流产生的位相

差γ1和γ2均为规范不变量，即

γ1 = θb − θa − 2π

Φ0

∫ b

a

−→
A · d−→l

γ2 = θc − θd − 2π

Φ0

∫ c

d

−→
A · d−→l
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整理上式，则有

(θb − θa) = γ1 +
2π

Φ0

∫ b

a

−→
A · d−→l

(θd − θc) = −γ2 +
2π

Φ0

∫ d

c

−→
A · d−→l

式中，(θb − θa)和(θd − θc)分别为无外加磁场时，与两个约瑟夫森结相对应的位

相差。

在回路中的b → c段，只存在超导体，则存在位相关系

θc − θb =

∫ c

b

−→
A · d−→l 。 (2.14)

在回路中的d → a段，只存在超导体，则存在位相关系

θa − θd =

∫ a

d

−→
A · d−→l 。 (2.15)

将上面的结果代入公式（2.13），可得

γ1−γ2 +
2π

Φ0

∫ b

a

−→
A ·d−→l +

∫ c

b

−→
A ·d−→l +

2π

Φ0

∫ d

c

−→
A ·d−→l +

∫ a

d

−→
A ·d−→l = 0。 (2.16)

上面公式中左侧的后四项之和为环路中磁场的矢势
−→
A沿回路a → b → c → d →

a的积分，即 ∮ −→
A · d−→l 。

根据磁通的定义，此回路中的磁通为

Φ =

∮ −→
A · d−→l 。 (2.17)

则公式（2.16）变为，

γ1 − γ2 + 2π
Φ

Φ0

= 0。 (2.18)

因此，公式（2.11）中通过超导量子干涉器件的电流表达式可重新表示为

I = 2Ic cos

(
π

Φ

Φ0

)
sin

(
γ1 + π

Φ

Φ0

)
。 (2.19)

显然，最大电流为

Imax = 2Ic cos

(
π

Φ

Φ0

)
。 (2.20)



14 电路量子电动力学中量子退相干问题的理论研究

单个约瑟夫森结的约瑟夫森耦合能EJ与其通过的最大电流（临界电流Ic）的关

系式为

EJ =
~Ic

2e
。 (2.21)

式中，2e为一个库珀对所携带的电荷。这里，我们把超导量子干涉器件等效地看

作是一个约瑟夫森结，则超导量子干涉器件通过的最大电流Imax和其对应的约

瑟夫森耦合能E ′
J 的关系式为

E ′
J =

~Imax

2e

=
~
2e

2Ic cos

(
π

Φ

Φ0

)

= 2
~Ic

2e
cos

(
π

Φ

Φ0

)

= 2EJ cos

(
π

Φ

Φ0

)
。

现在，与公式（2.6）对比，有效磁场的x方向的分量可以重写为

Bx = E ′
J = 2EJ cos

(
π

Φ

Φ0

)
。 (2.22)

这样，公式（2.3）中描述单个约瑟夫森结电荷量子比特的哈密顿量，将被下面的

描述由超导量子干涉器件构成的电荷量子比特的哈密顿量代替，即

Hq = 4EC(ng − 1

2
)σz − EJ cos

(
π

Φ

Φ0

)
σx。 (2.23)

式中，Φ0 = hc/2e为磁通量子。

如图2.4所示，通过改变外加磁场的大小调节磁通Φ，则可以在0 ∼ 2EJ范围

内调节耦合的大小。如果调节门电压Vg和磁通Φ使得ng = 1/2 和Φ = Φ0/2，则

此电荷量子比特的哈密顿量等于零，即Hq = 0，量子比特的态不再随时间演化。

因此，我们在进行量子比特操作的时候，可以根据需要打开或关闭系统的哈密

顿量，使得量子比特的态发生演化或者处于一个闲置态（idle state）。这样，当

不需要操作量子比特时，就可以利用超导量子干涉器件所具有的约瑟夫森耦合

能可调节的这个特点把量子比特的哈密顿量关掉，而不必担心整个过程操作时

间的长短会对量子比特的态产生影响。另外，超导量子干涉器件的结构被引入

到电荷量子比特中，可以通过外加磁场把两个电荷量子比特很方便地耦合起来。

在本论文中，我们就是利用量子传输线所产生的量子化磁场把两个量子比特耦

合起来，从而构成一个两比特量子逻辑门。
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图 2.4: 典型的电荷量子比特。与图2.1相比，由两个完全相同的约瑟夫森结组成

的超导量子干涉器件闭合回路代替了单个约瑟夫森结，闭合回路中的磁通Φ可

通过外加磁场控制。

2.2 传传传输输输线线线的的的模模模型型型

图 2.5: 同轴电缆。

原则上说，把电子信号从一个位置传递到另一个位置的特定的结构都可以

称之为“传输线”，例如，因特网中传输数据的同轴电缆、局域网中常用的双绞

线、打印机与个人电脑之间的电缆线和电脑主板上的数据线等，这些传输数据

的电缆线都具有相同的特征且可以用某些相同的方程来描述。下面，我们以同

轴电缆为例，详细介绍传输线的特点。

图2.5所示为一个典型的同轴电缆的示意图，与中心的导线相连接的是一个

电压源V和一个阻抗ZL。如果电源是直流电压源，则在中心导线中会有电流产
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生。电磁理论表明，同轴电缆中将会产生相应的电场E和磁场H。当电源为低频

交流电源时，对传输线中电磁场的描述与直流电源类似。如果把电源换成一个

频率较高的交流电源，在处理传输线中传播的电磁波时，最需要注意的就是与

传输线的长度l相接近的波长λ。如图2.6所示，在分析同轴传输线中的电磁场时，

我们可以用一个等效电路分析一维传输线中电磁场的情况。研究发现，传输线

上同时具有电感和电容分布，二者密不可分。无论传输线的长度如何小，上面

一定同时出现电感分布和电容分布。当传输线的长度变长时，上面的电容就会

增加，所以电容的分布一定是并联的。随着传输线长度的增加，它的总电容也

会变大，所以电感的分布是串联的。所以，我们可以把传输线描述为由一系列

的电容和电感组成的，其中电感和电容相间排列且电容是接地的。

图 2.6: 理想的无损耗传输线，由一系列的电感和电容相间组成。

2.2.1 理理理想想想的的的无无无损损损耗耗耗传传传输输输线线线

在本节中，我们讨论理想的无损耗传输线（简称“传输线”）。如图2.7所示，

这里考虑是一小段长度为∆x的传输线。假定传输线的长度为∆x，其上的电感

和电容分别为L∆x和C∆x。现在，假设传输线输入端的电压为V (x, t)，输出端

的电压为V (x + ∆x, t)。同理可知，可令传输线的输入电流为I (x, t)，输出电流

为I (x + ∆x, t)。需要注意的是，传输线上的电压V和电流I都是关于时间t和位

置x的函数。通过对电路的分析可知，通过电感L∆x的电压降为

VL = L∆x
∂

∂t
I (x, t)。 (2.24)

同理，通过电容的电流为

IC = C∆x
∂

∂t
V (x + ∆x, t)。 (2.25)
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图 2.7: 长度为∆x的理想无损耗传输线。

首先，对这一小段传输线应用基尔霍夫电压定律，可得

V (x, t)− VL − V (x + ∆x, t) = 0。 (2.26)

把公式（2.24）中的电压VL代入上式，得到

V (x, t)− V (x + ∆x, t) = L∆x
∂

∂t
I (x, t)。 (2.27)

把上式的两端同乘以−1，并且把方程中的∆x从右侧移到左侧，即

V (x + ∆x, t)− V (x, t)

∆x
= −L

∂

∂t
I (x, t)。 (2.28)

当我们取极限∆x → 0时，上面公式中会出现电压的偏导数

∂

∂x
V (x, t) = −L

∂

∂t
I (x, t)。 (2.29)

其次，对电容和电感之间的节点处应用基尔霍夫电流定律，则有

I (x, t)− C∆x
∂

∂t
V (x + ∆x, t)− I (x + ∆x, t) = 0。 (2.30)

上面的方程可重新写为

I (x + ∆x, t)− I (x, t)

∆x
= −C

∂

∂t
V (x + ∆x, t)。 (2.31)

现在，当我们取极限∆x → 0时，上式中的方程变为

∂

∂x
I (x, t) = −C

∂

∂t
V (x, t)。 (2.32)
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我们把公式（2.29）和公式（2.32）写在一起

∂

∂x
V (x, t) = −L

∂

∂t
I (x, t)，

∂

∂x
I (x, t) = −C

∂

∂t
V (x, t)。 (2.33)

上式就是著名的电报方程（telegraph equation），它描述了电信号在理想的无损

耗传输线中的运动。

2.2.2 有有有损损损耗耗耗的的的传传传输输输线线线

图 2.8: 长度为∆x的一维有损耗传输线。其中，R为单位长度的电阻，G为单位

长度的电导。

如图2.8所示，我们考虑一小段长度为∆x的有损耗传输线，考察传输

线上的电压和电流。对于长度为∆x的传输线，它的单位长度上的电感和

电容分别为L∆x和C∆x。此处，我们标记输入端的电压为V (x, t)，输出端

的电压为V (x + ∆x, t)。同理可知，传输线的输入电流为I (x, t)，输出电流

为I (x + ∆x, t)。这里，电压V和电流I都是关于时间t和位置x的函数。由电路分

析可知，经过电感的电压降为

VL = L∆x
∂

∂t
I (x, t)。 (2.34)

同理，通过电容的电流为

IC = C∆x
∂

∂t
V (x + ∆x, t)。 (2.35)
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首先，对这一小段传输线应用基尔霍夫电压定律，可得

V (x, t)− I (x, t) R∆x− VL − V (x + ∆x, t) = 0。 (2.36)

把公式（2.34）中的电压VL代入上式，得到

V (x, t)− I (x, t) R∆x− V (x + ∆x, t) = L∆x
∂

∂t
I (x, t)。 (2.37)

把上式的两端同乘以−1，并且把方程中的∆x从右侧移到左侧，即

V (x + ∆x, t)− V (x, t)

∆x
= −I (x, t) R− L

∂

∂t
I (x, t) (2.38)

当我们取极限∆x → 0时，上面公式中会出现电压的偏导数，即

∂V (x, t)

∂x
= −RI (x, t)− L

∂

∂t
I (x, t)。 (2.39)

其次，对电容和电感之间的节点处应用基尔霍夫电流定律，则

I (x, t)−C∆x
∂

∂t
V (x + ∆x, t)−G∆xV (x + ∆x, t)− I (x + ∆x, t) = 0。 (2.40)

上面的方程可重新写为

I (x + ∆x, t)− I (x, t)

∆x
= −GV (x + ∆x, t)− C

∂

∂t
V (x + ∆x, t)。 (2.41)

现在，当我们取极限∆x → 0时，则有

∂I (x, t)

∂x
= −GV (x, t)− C

∂

∂t
V (x, t)。 (2.42)

把公式（2.39）和公式（2.42）写在一起

∂

∂x
V (x, t) = −RI (x, t)− L

∂

∂t
I (x, t)，

∂

∂x
I (x, t) = −GV (x, t)− C

∂

∂t
V (x, t)。 (2.43)

这样，我们就得到了关于有损耗传输线的“电报”方程，它是描述有损耗传输线

中电信号的运动方程。
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2.3 传传传输输输线线线的的的量量量子子子化化化

在量子信息的研究中，除了单个量子比特的操作，还必须能够进行两比特

量子逻辑门的操作。这样，就必须把两个量子比特耦合起来，从而量子逻辑门

的运行才能得以实现。最近，已经出现了多种两比特量子逻辑门的方案，都是

选择一个数据总线把两个量子比特耦合起来。研究表明，这个数据总线可以是

电容、电感[8]、微腔[24]或纳米机械谐振腔[32]等，最新的数据总线是耶鲁大学

研究小组提出的一维量子传输线[26]，这是一种基于固态量子系统的量子计算

方案。这种方案的特点是：通过一根量子传输线，把两个或多个用约瑟夫森结

量子比特耦合起来。然而，一根长度为厘米量级的传输线最多只能做为一个介

观体系，所以如何将介观的传输线量子化，对于其在量子信息科学中的应用和

量子力学中的基本理论问题的解释都有基础性重要的意义。事实上，假如传输

线只能在经典的状态下工作，用它作为数据总线来连接的量子比特就不能以量

子相干的方式相互作用。这就如同在腔QED中：在强光极限下，在微腔中的场

只能在经典的情况下工作，这样就不能产生量子比特之间的量子纠缠。也就是

说，基于传输线的量子计算的有效性，依赖于传输线中电磁场是否能够被量子

化。在本节中，我们将在以下的几个方面进行讨论：

（1）Heisenberg的量子化思想；

（2）理想的一维无损耗传输线的量子化；

（3）一维有损耗传输线的量子化。

2.3.1 Heisenberg的的的量量量子子子化化化思思思想想想

通常的量子化的过程是：对于一个封闭的经典系统，首先知道系统的哈密

顿量或拉格朗日量，然后进行正则量子化的程序，从而达到量子化的目的。而

对于一个经典的开系统来说，系统的能量是不守恒的，这样就无法得到一个不

含时的哈密顿量，正则量子化的程序就无法进行。因此，我们需要一种只基于

系统运动方程的量子化方法。在1925年，Heisenberg 在关于量子力学的一篇早

期论文中提出，对线性谐振子进行量子化时，只需要系统的经典运动方程就可

以确定线性谐振子的能级，而不需要知道系统哈密顿量。Heisenberg的这种量子

化思想的现代表述，可以在Landau和Lifshitz的关于量子力学的教科书中可以找

到。按照Heisenberg的量子化方法，可以直接通过系统的经典运动学方程进行耗

散系统的量子化。遵循Heisenberg的这种量子化思想，孙昌璞等[49, 62, 63]已经



第二章 库珀对盒子和量子传输线 21

对量子耗散系统进行了量子化，并且从开系统的经典运动方程直接出发，重新

得到了描述量子耗散系统的有效哈密顿量。

下面，我们简单叙述Heisenberg 量子化思想的具体过程：

（1）设广义动量为P，与系统运动方程中的坐标x相对应；

（2）通过计算对易关系 [
x,

dx

dt

]
，

找出广义动量为P的具体形式，它满足对易关系

[x, P ] = i~；

（3）从哈密顿方程

dx

dt
=

1

i~
[x,H] =

∂H

∂P
dP

dt
=

1

i~
[P,H]− ∂H

∂x

出发，得到量子系统的哈密顿量H。

在本文的讨论中，我们考虑的理想一维无损耗传输线是一个封闭的系统，

它的量子化可以通过正则量子化的程序实现（见Louisell的书[35]）。然而，作为

一个有能量损耗的开系统，有损耗的传输线的哈密顿量是时间不守恒的。这样，

我们就无法得到一个不含时的哈密顿量，有损耗传输线的量子化也就无法通过

正则量子化的程序来实现。因此，我们只能够应用上面的Heisenberg的量子化思

想，通过传输线的经典运动方程来进行系统的量子化。在下面的讨论中，本文

将应用Heisenberg的量子化思想，对理想的一维无损耗传输线进行量子化，描述

这种量子化的过程。然后，再用这种量子化方法对一维有损耗传输线进行量子

化，并得到描述系统能量耗散的Caldeira-Kanai有效哈密顿量[36, 37, 38]。

2.3.2 理理理想想想的的的一一一维维维无无无损损损耗耗耗传传传输输输线线线的的的量量量子子子化化化

理想的一维无损耗传输线的量子化，已经在Louisell的书[35]中通过正则量

子化的程序得以实现。本节将用Heisenberg的量子化思想，重新对理想的一维无

损耗传输线进行量子化。这里，只是展现这种量子化的具体过程。在上面的传

输线的模型中，我们已经得到关于理想的一维无损耗传输线的关于电压和电流
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运动方程（见公式（2.33））

∂

∂x
V (x, t) = −L

∂

∂t
I (x, t)， (2.44)

∂

∂x
I (x, t) = −C

∂

∂t
V (x, t)。 (2.45)

式中V (x, t)是电压，I (x, t)是电流，L和C是每单位长度的电感和电容。上面方

程可以按照常用的方式去耦，过程如下：

首先，对公式（2.44）两侧求关于x的偏导数

∂2

∂x2
V (x, t) = −L

∂2

∂x∂t
I (x, t)。 (2.46)

然后，对公式（2.45）的两侧求关于时间t的偏导数

∂2

∂x∂t
I (x, t) = −C

∂2

∂t2
V (x, t)。 (2.47)

对上面的两个方程进行整理，得到关于电压V (x, t)的二阶偏微分方程，即

∂2

∂x2
V (x, t) = LC

∂2

∂t2
V (x, t)。 (2.48)

同理，可以得到关于电流I (x, t)的二阶偏微分方程，

∂2

∂x2
I (x, t) =

1

v2

∂2

∂t2
I (x, t)。 (2.49)

式中的传播速度v由公式

v2 =
1

LC
(2.50)

给出。

从公式（2.49）出发，我们用Heisenberg的量子化思想，对理想的一维无损

耗传输线进行量子化。这里，假定传输线中电流的边界条件为

I(x = 0, t) = I(x = l, t) = 0，

则可以给出满足电流方程的通解（驻波解）

I (x, t) =

√
2

l

∑
n

In (t) sin
nπx

l
。 (2.51)
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式中，l为传输线的长度。把这个通解代入公式（2.49）中，则公式的左侧为

∂2

∂x2
I (x, t) =

√
2

l

∑
n

In (t)
∂2

∂x2
sin

nπx

l

= −
√

2

l

(nπ

l

)2 ∑
n

In (t) sin
nπx

l
，

公式的右侧变为

LC
∂2

∂t2
I (x, t) = LC

√
2

l

∑
n

∂2

∂t2
In (t) sin

nπx

l
。 (2.52)

比较上面两个公式可得，在电流I (x, t)中与正规模式
√

2

l
sin

nπx

l

相对应的含时付立叶分量In(t)满足的方程为，

d2

dt2
In (t) = −ω2

nIn (t)。 (2.53)

式中，有效频率为

ωn =
(nπ

l

)
v。

现在，我们的目的是：找到与“正则坐标”In (t)相对应的“正则动量”Pn (t)，

且满足正则对易关系

[In (t) , Pn (t)] = i~。

为了找到这个对易关系，先要计算动力学变量In(t)和dIn (t) /dt之间的对易关

系。下面将计算对易子

B (t) =

[
In (t) ,

dIn (t)

dt

]
(2.54)

随时间的演化。

计算过程如下：

dB (t)

dt
=

d

dt

[
In (t) ,

dIn (t)

dt

]

=
d

dt

(
In (t)

dIn (t)

dt
− dIn (t)

dt
In (t)

)

=
dIn (t)

dt

dIn (t)

dt
+ In (t)

d2In (t)

dt2
− d2In (t)

dt2
In (t)− dIn (t)

dt

dIn (t)

dt

= In (t)
d2In (t)

dt2
− d2In (t)

dt2
In (t)



24 电路量子电动力学中量子退相干问题的理论研究

利用公式（2.53），可以得到

dB (t)

dt
= In (t)

[
−v2

(nπ

l

)2

In (t)

]
−

[
−v2

(nπ

l

)2

In (t)

]
In (t) = 0。 (2.55)

上式表明，对易子B (t)为不随时间变化的常数，即

B (t) =

[
In (t) ,

dIn (t)

dt

]
=常数 (2.56)

这里，取初始条件为

B (0) = i~/Mn。 (2.57)

式中，Mn = L/ω2
n为有效质量。因此，可以定义与“正则坐标”In (t)相对应的“正

则动量”

Pn = Mn
dIn (t)

dt
。 (2.58)

这里，描述系统运动的经典哈密顿方程和量子力学的海森堡方程在形式上是相

同的，即

dIn

dt
=

1

i~
[In, Hn] =

∂Hn

∂P
dPn

dt
=

1

i~
[Pn, Hn] = −∂Hn

∂In

。

根据广义动量Pn的定义，可得

dIn

dt
=

Pn

Mn

。 (2.59)

现在，计算广义动量Pn关于时间t的一阶导数，即

dPn

dt
=

d

dt

(
Mn

dIn

dt

)
= Mn

d2In

dt2
。 (2.60)

根据公式（2.53）中的结果，上式变为

dPn

dt
= −Mnω

2
nIn，

则系统的哈密顿方程为

∂Hn

∂P
=

Pn

Mn

，

∂Hn

∂In

= Mnω
2
nIn。
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形式上，可以由上式解得，

Hn =
P 2

n

2Mn

+
1

2
Mnω

2
nI

2
n + f。 (2.61)

式中，f为与坐标In和广义动量Pn无关的常数。在上面的公式中，把常数f舍掉

之后，就得到与传输线中第n个模式相对应的哈密顿量Hn，即

Hn =
P 2

n

2Mn

+
1

2
Mnω

2
nI

2
n， (2.62)

则描述理想的一维无损耗量子传输线的哈密顿量为

H =
∑

n

[
P 2

n

2Mn

+
1

2
Mnω

2
nI

2
n

]
(2.63)

式中，正则坐标In和正则动量Pn满足传统的正则量子化对易关系，即

[In, Pn] = i~。 (2.64)

现在，定义产生算子

a†n =

√
Mnωn

2~
In − iPn√

2Mn~ωn

(2.65)

和湮灭算子

an =

√
Mnωn

2~
In +

iPn√
2Mn~ωn

(2.66)

且二者满足对易关系[an, a
†
n] = 1。这里，可以用产生和湮灭算子重写“正则坐

标”In (t)和“正则动量”Pn (t)，即

In (t) =

√
~ω
2l

(
an + a†n

)
， (2.67)

Pn (t) = −i

√
~l
2ω

(
an − a†n

)
。 (2.68)

到此为止，理想的一维无损耗传输线的能量就被量子化为一个多模式的量子化

谐振子的能量，即

H =
∑

n

~ωna
†
nan。 (2.69)

式中，an和a†n是量子化谐振子中与第n个谐振子对应的产生和湮灭算子，满足对

易关系
[
an, a

†
n

]
= 1。
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2.3.3 一一一维维维有有有损损损耗耗耗传传传输输输线线线的的的量量量子子子化化化及及及Caldeira-Kanai有有有效效效哈哈哈密密密顿顿顿量量量

在上一节中，已经对理想的一维无损耗传输线进行了量子化，即理想的一

维无损耗量子传输线产生的电磁场可以用n个量子化的谐振子振动模式描述。

现在，本节将在文献[64]的基础上，详细介绍一维有损耗传输线的量子化。

如图2.8所示，在本章第二节中讨论传输线的模型时，已经得到了关于一维

有损耗传输线中电流和电压的经典运动方程（电报方程）。根据电流守恒与基尔

霍夫电压定律，其经典运动方程（见公式（2.43））为

∂

∂x
V (x, t) = −RI (x, t)− L

∂

∂t
I (x, t)，

∂

∂x
I (x, t) = −GV (x, t)− C

∂

∂t
V (x, t)。 (2.70)

式中，V (x, t)和I (x, t)分别为传输线上的电压和电流，L和C分别为单位长度上

分布的电感和电容，R和G分别为每单位长度的电阻和电导。在以上的两个方程

中去掉电压V (x, t)，就可以解得关于电流I (x, t)的波动方程，即

1

v2

∂2I (x, t)

∂t2
+ (LG + RC)

∂I (x, t)

∂t
+ RGI (x, t) =

∂2I (x, t)

∂x2
。 (2.71)

式中的传播速度v由公式

v2 =
1

LC
(2.72)

给出。假定电流I (x, t)的边界条件为

I (x = 0, t) = I (x = l, t) = 0，

则波动方程的通解为

I =

√
2

l

∑
n

In (t) sin
nπx

l
。 (2.73)

把电流I (x, t)的通解带入公式（2.71），则公式左侧的各项依次为

1

v2

∂2I (x, t)

∂t2
=

∑
n

[
1

v2

√
2

l

d2In (t)

dt2

]
sin

nπx

l
，

(LG + RC)
∂I (x, t)

∂t
=

∑
n

[
(LG + RC)

√
2

l

dIn (t)

dt

]
sin

nπx

l
，
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RGI (x, t) =
∑

n

[
RG

√
2

l
In (t)

]
sin

nπx

l
。

公式右侧为

∂2I (x, t)

∂x2
= −

∑
n

√
2

l

(nπ

l

)2

In (t) sin
nπx

l
。

比较公式两侧的结果，可得

1

v2

d2In (t)

dt2
+ (LG + RC)

dIn (t)

dt
+

(
RG +

(nπ

l

)2
)

In (t) = 0。

这就是电流分量In所满足的耗散运动方程。经简单整理，可以把这个耗散运动

方程重新表示为
d2In (t)

dt2
+ γ

dIn (t)

dt
+ Ω2

nIn (t) = 0。 (2.74)

式中，耗散率为

γ = v2 (LG + RC)，

有效频率为

Ωn = v

√
RG +

(nπx

l

)2

。

此处，当R = 0且G = 0时，

Ωn =
(nπx

l

)
v = ωn

且γ = 0。这样，我们就回到了理想的一维无损耗传输线的情况。

按照Heisenberg量子化的方法，首先要找到与“正则坐标”In (t)相对应

的“正则动量”Pn (t)，且满足正则对易关系

[In (t) , Pn (t)] = i~。

为了找到这个对易关系，我们先计算广义坐标In(t)和dIn (t) /dt之间的对易关

系。现在，计算对易子

B (t) =

[
In (t) ,

dIn (t)

dt

]
(2.75)
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随时间的演化。计算过程如下：

dB (t)

dt
=

d

dt

[
In (t) ,

dIn (t)

dt

]

=
d

dt

(
In (t)

dIn (t)

dt
− dIn (t)

dt
In (t)

)

=
dIn (t)

dt

dIn (t)

dt
+ In (t)

d2In (t)

dt2
− d2In (t)

dt2
In (t)− dIn (t)

dt

dIn (t)

dt

= In (t)
d2In (t)

dt2
− d2In (t)

dt2
In (t)。

利用公式（2.74），上式变为

dB (t)

dt
= −γ

(
In (t)

dIn (t)

dt
− dIn (t)

dt
In (t)

)
= −γB (t)。

从上式的方程出发，可以解得对易子B (t)，即

B (t) = e−γtB (0)。 (2.76)

当时间t = 0时，系统的能量尚未发生耗散，无损耗传输线和有损耗传输线的初

始状态时相同的，则初始时刻的对易子B (0)都是相同的，即

B (0) = i~/Mn。 (2.77)

式中，Mn = L/ω2
n为有效质量，则对易子B (t)为

[
In (t) ,

dIn (t)

dt

]
=

i~
Mn

e−γt。

在上面公式的基础上，可以得到与“广义坐标”In相对应的“广义动量”Pn

Pn = Mne
γt dIn (t)

dt

且满足正则对易关系，即

[In, Pn] = i~。

这里，描述系统运动的经典的哈密顿方程和量子的Heisenberg方程在形式上是

相同的，即

dIn

dt
=

1

i~
[In, Hn] =

∂Hn

∂P
，

dPn

dt
=

1

i~
[Pn, Hn] = −∂Hn

∂In

。
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由广义动量Pn的定义，可得
dIn

dt
=

Pn

Mn

e−γt (2.78)

另外，经过简单的计算，可得

dPn

dt
=

d

dt

(
Mne

γt dIn

dt

)

= γMne
γt dIn

dt
+ Mne

γt d
2In

dt2

= γMne
γt dIn

dt
+ Mne

γt

(
−γ

dIn (t)

dt
− Ω2

nIn (t)

)

= −Ω2
nMne

γtIn (t)

则系统的哈密顿方程为

∂Hn

∂P
=

Pn

Mn

e−γt

∂Hn

∂In

= Ω2
nMne

γtIn。

形式上，可以由上式解得

Hn =
P 2

n

2Mn

e−γt +
1

2
MnΩ2

nI
2
neγt + f。 (2.79)

式中，f为与坐标In和广义动量Pn无关的常数。在上面的公式中，把常数f舍掉

之后，我们就得到与有损耗的量子传输线中第n个驻波模式相对应的Caldeira-

Kanai有效哈密顿量[36, 37, 38]，即

Hn =
P 2

n

2Mn

e−γt +
1

2
Mne

γtΩ2
nI

2
n。 (2.80)

上式表明，Hn是一个描述有损耗的量子传输线中第n个耗散谐振子。因此，描述

一维有损耗量子传输线的哈密顿量就可以写为

H =
∑

n

[
P 2

n

2Mn

e−γt +
1

2
Mne

γrΩ2
nI

2
n

]
。 (2.81)

式中，广义坐标In和广义动量Pn满足传统的正则量子化对易关系

[In, Pn] = i~。
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也就是说，一维有损耗量子传输线中量子化电流的振动模式可以用频率不同

的n个耗散谐振子来描述。

现在，我们定义产生和湮灭算子a†n和an，即

a†n =

√
MnΩn

2~
In − iPn√

2~MnΩn

an =

√
MnΩn

2~
In +

iPn√
2~MnΩn

。

广义坐标In和广义动量Pn可以重新表示为

In =

√
~

2MnΩn

(
an + a†n

)

Pn = −i

√
~MnΩn

2

(
an − a†n

)
。

将上式中的In和Pn代入公式（2.81）中的哈密顿量Hn，则一维有损量子传输线

的有效哈密顿量为

Heff =
∑

n

Hn。 (2.82)

式中，

Hn =
~Ωn

2

(
a2

n sinh γt + a†nan cosh γt + h.c
)
。 (2.83)

量子耗散理论表明，在不考虑布朗运动的情况下，我们可以用Caldeira-Kanai有

效哈密顿量来描述量子耗散系统的动力学。显然，有损量子传输线的有效哈密

顿量是由多个模式的谐振子组成，其中的每个模式都是一个耗散谐振子。当有

损量子传输线的初态处于多模相干态时，上式中的哈密顿量将驱动有损量子传

输线演化为一个多模压缩态。

2.4 小小小结结结

本章的内容主要分为两个部分：电荷量子比特和传输线。在第一节中，介

绍了库珀对盒子，且详细解释了库珀对盒子成为实用的电荷量子比特的条件。

然后介绍了具有可调节约瑟夫森耦合能的由超导量子干涉器件闭合回路构成的

实用电荷量子比特，这也是本论文在以后的讨论中所选择的量子比特。在第二

节中，首先由同轴电缆出发建立了经典传输线的模型，然后详细地讨论了理想

传输线和有损耗传输线的模型，并推导出相应的运动方程（电报方程）。在第三
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节中，我们应用Heisenberg的量子化思想，对一维无损耗传输线和一维有损耗传

输线分别进行了量子化，为下面的关于量子传输线的讨论奠定了基础。
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第第第三三三章章章 电电电荷荷荷量量量子子子比比比特特特与与与传传传输输输线线线单单单模模模量量量子子子化化化腔腔腔场场场的的的耦耦耦合合合

在本章的讨论中，我们的研究对象是由库珀对盒子（电荷量子比特）和理想

的一维无损耗量子传输线组成的耦合系统。第一节从腔QED的基本概念出发，

主要介绍了耶鲁大学研究小组的实验，并将量子传输线与微腔进行对比。在第

二节中，根据第二章中理想的一维无损耗量子传输线的相关结果，研究了由量

子传输线的量子化电流产生的多模量子化磁场。在第三节中，当量子传输线形

成的多模量子化磁场中仅有一个模式起作用时，研究了量子信息的动力学存储

过程。

3.1 从从从微微微腔腔腔QED到到到电电电路路路QED

图 3.1: 电荷量子比特与微腔组成的系统。微波腔中含有频率不同的分立模式的

量子化磁场，电荷量子比特由一个超导量子干涉器件闭合回路构成。

量子电动力学是描述电磁场与物质相互作用的基本理论，其研究主要强调

描述电磁相互作用时电磁场量子化的必要性。微腔量子电动力学（腔QED）是

研究物质与微腔中的量子化电磁场相互作用的理论，其研究对象是微腔中的

原子物理学，即原子与微腔中量子化电磁场相互作用。这里，微腔可以看作是
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一个存储光子的盒子。对于常见光，可以用两面相互平行的镜子来存储光。然

而在腔QED中，就可以用微腔代替镜子把电磁场局限在一个小的空间内，从

而实现原子与量子化电磁场的相互作用。最近，在耶鲁大学研究小组的实验

中[26]，Blais等用量子传输线代替微腔的作用，从而在微小尺寸的芯片上实现了

腔QED理论中的原子与光子更强的耦合。

在高品质因子的微腔中，腔QED主要研究原子与微腔中频率分立的量子化

电磁场模式之间的耦合。此类系统的研究，在开系统的基本量子力学、量子态

的操控和测量诱导的量子退相干的研究中引起了广泛的兴趣。在量子信息的研

究中，量子比特与腔QED的结合已经成为量子信息处理和传递的可能候选方案

之一[19, 20, 22]。在我们的文章[23, 24]中，把一个库珀对盒子（电荷量子比特）

放在微腔中量子化磁场的节点处，可以获得较大的耦合强度，从而进一步研究

量子比特与微腔中量子磁场之间的耦合性质。类似腔QED的方案，还有纳米机

械谐振子[32, 39, 40]。如图3.3所示，美国耶鲁大学的研究小组[25, 26]提供了一

个在微小尺寸的芯片上实现腔QED的切实可行的方案，即把一个库珀对盒子耦

合到一维量子传输线。在实验中，耶鲁大学研究小组用超导体构造了一个集成

电路，把一个电荷量子比特与一个单模量子光场中的光子耦合在一起，从而观

察到场与量子比特的束缚态。在这个微小的集成电路中，电荷量子比特扮演了

一个人工原子的作用，而一维量子传输线扮演了”微腔”（其中存储了单模量子

光场）的角色。

图 3.2: 腔QED 的典型系统。

腔QED的研究重点在于腔中量子化电磁场与原子的相互作用。如图3.2所

示，在腔QED的研究中，最常见的简化模型为Jaynes-Cummings 模型[41]，其典
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型的哈密顿量为[26, 27]

H = ~ωr

(
a†a +

1

2

)
+
~Ω
2

σz + ~g
(
a†σ− + σ+a

)
+ Hκ + Hγ (3.1)

式中，微腔的共振频率为ωr、原子跃迁频率为Ω和原子与光子耦合的相互作用强

度为g。另外，Hκ描述腔与外界的耦合，并且引起了微腔的衰减κ = ωr/Q。与此

同时，Hγ描述了原子与腔中的除共振模式以外的其它模式的耦合，其导致了处

于激发态的原子的衰减。如果不考虑衰减，即令Hκ = Hγ = 0，则公式（3.1）中

的哈密顿量变为

H = ~ωr

(
a†a +

1

2

)
+
~Ω
2

σz + ~g
(
a†σ− + σ+a

)
。 (3.2)

这是我们非常熟悉的描述J-C模型的典型的哈密顿量。

图 3.3: 一维量子传输线与电荷量子比特。其中量子传输线长度为l = 1cm。

在耶鲁大学研究小组的实验中[26]，Blais等研究人员将一个库珀对盒子放

在一维量子传输线中。其中，库珀对盒子是由两个相同的小约瑟夫森结（尺寸

大小∼ 100nm× 100nm）组成的小尺度（∼ 1µm）的闭合回路。在实验中，量子

传输线的长度为l = 1cm，其中心导体与相邻的接地导体间的距离为10µm，实

验上起作用的量子化电磁场模式的共振频率为10GHz，电压大约为2µV，相应

的电场约为0.2V/m。输入和输出信号通过电容C0耦合到量子传输线上。在耶鲁

大学研究小组的实验方案中，考虑的是量子传输线中的量子化电场，即中心导

体上的量子化电压对库珀对盒子中门电容Cg的作用。这里，描述库珀对盒子的
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哈密顿量为

Hq = 4EC

(
ng − 1

2

)
σz − EJ cos

(
π

Φ

Φ0

)
σx

式中，ng = CgVg/2e为门电荷，Φext为外加磁场产生的磁通。在实验中，把库珀

对盒子放在量子传输线的中心位置（如图3.3所示），则中心导体与相邻的接地

面之间的量子化电压的极大值为

V 0
rms ∼

√
~ωr

Cl
。

当这个量子化电压的极大值作用到门电容Cg上时，上式中的哈密顿量Hq变为

Hq = 4EC

(
ng − 1

2

)
σz−EJ cos

(
π

Φext

Φ0

)
σx−e

Cg

CΣ

√
~ωr

Lc

(
a† + a

)
(1− 2ng − σz)。

上式中的哈密顿量就是耶鲁大学研究小组的方案的基础，其核心思想在于利

用量子传输线上的量子化电压，作用到库珀对盒子（电荷量子比特）的门电

容Cg上，从而实现电荷量子比特与量子传输线的耦合。

图 3.4: 一维无损耗量子传输线与电荷量子比特。

如图3.4所示，本论文与耶鲁大学研究小组方案的差别在于实现耦合的方式

不同。在耶鲁大学研究小组的方案中，库珀对盒子被放置在量子传输线的中间

位置l/2处，此时库珀对盒子仅与量子化电场发生耦合。在本文的方案中，库珀

对盒子位于量子传输线上四分之一长度处，此时库珀对盒子仅与量子化磁场发

生耦合，量子化电场不起作用。也就是说，本论文的方案仅考虑量子化磁场对

电荷量子比特的作用，而不考虑量子化电场对量子比特的作用。
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参数 三维光学腔 三维微波腔 一维量子传输线

ωr/2π, Ω/2π 350THz 51GHz 10GHz

g/π, g/ω 220MHz, 3× 10−7 47 kHz, 1× 10−7 100MHz, 5× 10−3

d/ea0 ∼ 1 1× 103 2× 104

1/κ,Q 10 ns, 3× 107 1ms, 3× 108 160 ns, 104

1/γ 61 ns 30ms 2 µs

ttransit ≥ 50 µs 100 µs ∞
N0 = 2γκ/g2 6× 10−3 3× 10−6 ≤ 6× 10−5

m0 = γ2/2g2 3× 10−4 3× 10−8 ≤ 1× 10−6

nRabi = 2g/(κ + γ) ∼ 10 ∼ 5 ∼ 102

表 3.1: 三维腔（光学[17]腔和微波腔[18]）中的重要参数与一维量子传输线的对

比。

描述腔QED系统的重要参数可见表格3.1。表格中，ωr为腔中电磁场模式的

共振频率，Ω为腔中原子的跃迁频率，g/π为真空Rabi频率，g/π为耦合强度与

共振频率的比值，d/ea0为偶极跃迁，1/κ为腔的寿命，Q为品质因子，1/γ为原

子的寿命，ttransit为原子通过腔所用的时间，N0为关键原子数，m0为关键光子

数，nRabi为真空Rabi反转次数。其中，三个最重要的参数分别为：腔的共振频

率ωr、原子的跃迁频率Ω和原子与量子化光场的相互作用强度g。

为什么量子传输线比腔QED系统拥有更大的优点？通过对表格3.1中列举

的三个系统（三维光学腔、三维微波腔和一维量子传输线）中的参数的分析可

知，量子传输线中所获得的电场强度比三维腔中的电场强度大100倍。在量子信

息的研究中，要求微腔的共振频率与量子比特的频率相差不大。从这个角度看，

光学腔的共振频率（∼ 350THz）不适合与量子比特发生共振，所以就剩下微

波腔和一维量子传输线。考察强耦合条件，需要比较相互作用强度与腔共振频

率的比值g/ωr。由表格3.1中的数据可知，对于三维光学腔、三维微波腔和量子

传输线，g/ωr的值分别为3× 10−7、1× 10−7和5× 10−3。显然，从强耦合的条件

看，量子传输线具有比三维微波腔更大的优势。另外，一维量子传输线具有小

的有效体积，这种几何形状的传输线能够提供比LC电路（或电流偏置的约瑟夫

森结）更多的优点。与LC电路相比，不用额外的特殊过滤，在一维量子传输线

形成的“腔”内，量子比特的自发辐射能够被压低。因为量子传输线的共振频率

主要是由其固定的几何形状决定的，所以它具有较好的可重复生产性。综合以
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上考虑，量子传输线可能成为一个优于其它固体量子系统的更好的数据总线。

3.2 理理理想想想的的的一一一维维维无无无损损损耗耗耗量量量子子子传传传输输输线线线中中中的的的量量量子子子化化化腔腔腔场场场

由前面的研究可知，选择适当的边界条件，理想的一维无损量子传输线中

的量子化电流可以由多个频率不同的驻波模式来描述，即

I =
∑

n

√
~ωn

lL

(
an + a†n

)
sin

(nπx

l

)
。 (3.3)

根据电磁学理论，量子传输线中的量子化电流会在其周围产生多模量子化磁场，

即

B =
µ0

2πr

∑
n

√
~ωn

lL

(
an + a†n

)
sin

(nπx

l

)
。 (3.4)

在上式中，当三角函数

sin
(nπx

l

)
= 1,

即x = l/2n时，磁场强度B可以获得最大值，这对以下的讨论是有好处的。

图 3.5: 超导量子干涉器件的示意图。

本论文中选用的电荷量子比特是一个具有超导量子干涉器件结构的库珀对

盒子。如图3.5所示，这个电荷量子比特实际上是由两个相同的约瑟夫森结组成

的超导闭合回路，量子传输线产生的量子化磁场将在这个闭合回路中诱导出量

子磁通。库珀对盒子与量子传输线产生的多模量子化磁场之间的耦合是通过超
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导量子干涉器件中的磁通实现的，即

Φ = Φc + Φq。 (3.5)

式中，Φc为外加经典磁场在超导量子干涉器件中产生的经典磁通，可以用于控

制约瑟夫森耦合能。Φq为多模量子化磁场在超导量子干涉器件中引起的量子磁

通，即

Φq =
∑

n

Φn

(
an + a†n

)
sin

(nπx

l

)
。 (3.6)

式中，

Φn = S
µ0

2πr

√
~ωn

lL
，

S(≈ 1µm2)为超导量子干涉器件环路中包围的面积，r(≈ 10µm)为传输线与超

导量子干涉器件之间的距离，µ0(= 4π × 10−7Hm−1)为真空中的磁导率。

为了方便，本论文选用文献[26]中的实验参数。在量子传输线的实验中，与

外加微波驱动场发生共振的模式是多模量子化磁场中的第二个谐振模式，其共

振频率ω = 2π × 10GHz。也就是说，，当n = 2时，超导量子干涉器件中的量子

化磁通为

Φq = Φ2

(
a + a†

)
sin

(
2πx

l

)
。 (3.7)

如图3.4所示，为了获得最大的耦合强度，把量子比特放在量子化磁通的节

点x = l/4处，则相应的量子化磁通的最大值为

Φq = Φ2

(
a2 + a†2

)
。 (3.8)

式中，

Φ2 = S
µ0

2πr

√
~ω2

lL
。

略去上式中ω2及a2和a†2中的下标“2”，则上式变为

Φq = Φ2

(
a + a†

)
。 (3.9)

3.3 单单单模模模量量量子子子化化化磁磁磁场场场条条条件件件下下下，，，量量量子子子信信信息息息的的的动动动力力力学学学存存存储储储

在本节中，假定量子传输线中仅含有一个与量子比特发生共振的单模量子

化磁场。在此条件下，研究电荷量子比特中的量子信息转移到量子传输线中的

信息存储过程。
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3.3.1 模模模型型型：：：单单单个个个电电电荷荷荷量量量子子子比比比特特特与与与单单单模模模量量量子子子化化化磁磁磁场场场及及及相相相关关关物物物理理理参参参数数数

由以上的结果可知，单个电荷量子比特与单模量子化磁场耦合组成的耦合

系统的哈密顿量可以写为

H = 4EC

(
ng − 1

2

)
σz − EJ cos

(
π

Φ

Φ0

)
σx + ~ωa†a。 (3.10)

式中，EC是电荷能，EJ是约瑟夫森耦合能，且EC À EJ。由以上结果可知，超

导量子干涉器件中的磁通Φ由外加经典磁通Φc和腔内量子磁通Φq组成，即

Φ = Φc + Φq。 (3.11)

这样，我们可以推导出自旋-玻色哈密顿量

H = 4EC

(
ng − 1

2

)
σz − EJ cos (φc + φq) σx + ~ωa†a (3.12)

式中，φc = πΦc/Φ0，φq = πΦq/Φ0。把实验[26]中的参数代入计算，可知φq ∼
10−6。当腔中光子数较低时，存在φq ¿ φc，余弦函数cos (φc + φq)中存在关于小

量φq的非线性展开。展开到一阶时，

cos (φc + φq) = cos φc − φq sin φc。 (3.13)

式中，

φq = π
Φ2

Φ0

(
a + a†

)

且φ2 = πΦ2/Φ0。经过整理，公式（3.12）中的哈密顿量变为

H = Hq + HI + Htl。 (3.14)

式中，描述电荷量子比特的哈密顿量为

Hq = 4EC

(
ng − 1

2

)
σz − EJ cos φcσx， (3.15)

描述单模量子化磁场的哈密顿量为

Htl = ~ωa†a， (3.16)

描述二者之间相互作用的哈密顿量为

HI = φ2EJ sin φc

(
a + a†

)
σx。 (3.17)
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在关于量子化磁通φq的一阶小量情况下，研究量子比特与量子传输线中

单模量子化磁场之间量子信息的转移和存储。首先，我们采用适当的参数：

量子传输线中单模量子化磁场的共振频率为ω ∼ 10GHz，电荷量子比特的

电荷能EC ∼ 29.5GHz [42]。其次，调节超导量子干涉器件中外加经典磁场使

得cos φc = 0，即sin φc = 1。则公式（3.15）中Hq的第二项消失，即

Hq = 4EC

(
ng − 1

2

)
σz (3.18)

且

HI = φ2EJ

(
a + a†

)
σx。 (3.19)

最后，调节约瑟夫森结上的门电压Vg使得ng ∼ 0.585时，电荷量子比特与单模量

子化磁场发生共振，可以对公式（3.19）中的哈密顿量HI作旋转波近似，则

HI = φ2EJ

(
aσ+ + a†σ−

)
。 (3.20)

这样，整个系统的哈密顿量可以写为

H =
~ω
2

σz + ~η
(
a†σ− + aσ+

)
+ ~ωa†a。 (3.21)

式中，η = φ2EJ/~。很显然，上式中的哈密顿量描述了一个典型的J-C模型，其

求解的过程也是我们所熟悉的。

3.3.2 量量量子子子信信信息息息的的的动动动力力力学学学存存存储储储

现在，我们演示量子信息是怎样从电荷量子比特转移到量子传输线的？在

电荷量子比特和一维量子传输线组成的系统中，假定电荷量子比特的初态处

于任意的相干叠加态α |0〉q + β |1〉q，量子传输线中量子化单模的初态为真空
态|0〉c。本节的目标是把电荷量子比特的量子态传递给量子传输线中的量子化
单模，具体地说就是将量子比特中的量子信息α和β存储到量子化单模中。通常，

可以用以下的过程描述量子信息的存储过程，即
(
α |0〉q + β |1〉q

)
⊗ |0〉c → |0〉q ⊗ (α |0〉c + β |1〉c)。 (3.22)

在公式(3.22)中，量子信息的存储过程可以用一个变换描述[19]

|0〉q |0〉c → |0〉q |0〉c，
|1〉q |0〉c → |0〉q |1〉c。 (3.23)
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容易验证，公式（3.21）中的哈密顿量满足公式(3.23)量子信息存储的条件，即

H |0〉q |0〉c = −~ω
2
|0〉q |0〉c

H |1〉q |0〉c =
~ω
2
|1〉q |0〉c + ~η |0〉q |1〉c

概括起来，电荷量子比特中的量子信息的存储过程可以由以下的步骤实

现：

第一步，在初始时刻t = 0，我们关闭传输线中的外加经典磁场，把量子比

特的初态制备为一个纯态

α |0〉q + β |1〉q， (3.24)

此量子态包含的量子信息为α和β。这里，量子比特初态的约化密度矩阵可以写

为

ρq (0) =

(
|α|2 αβ∗

α∗β |β|2
)
。 (3.25)

式中，|α|2 + |β|2 = 1。如果我们把量子传输线中单模量子化磁场的初态制备到

一个真空态|0〉c，则整个系统的初态就可以表示为

|ψ(0)〉 =
(
α |0〉q + β |1〉q

)
⊗ |0〉c。 (3.26)

第二步，随时间的变化，打开外加经典磁场，调节相关参数使量子比特与量

子传输线中单模量子化磁场发生相互作用。那么，整个系统波函数的演化为

|ψ (t)〉 = |0〉q ⊗
(
αei ω

2
t |0〉c − iβe−i 1

2
ωt sin ηt |1〉c

)

+βe−i 1
2
ωt cos ηt |1〉q |0〉c。

经过简单的计算，描述单模量子化磁场的约化密度矩阵为

ρc (t) =

(
|α|2 + |β|2 cos2 ηt iαβ∗eiωt sin ηt

−iα∗βe−iωt sin ηt |β|2 sin2 ηt

)
。 (3.27)

显然，当时间t = 0时，量子信息的传递还未开始，量子化单模处于真空态，其约

化密度矩阵为

ρc (0) =

(
1 0

0 0

)
。 (3.28)
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当时间t = π
2η
时，描述单模量子化磁场的约化密度矩阵为

ρc

(
π

2η

)
=

(
|α|2 iαβ∗ei ωπ

2η

−iα∗βe−i ωπ
2η |β|2

)
(3.29)

整个系统的态演化为
∣∣∣∣ψ(

π

2η
)

〉
= |0〉q ⊗

(
αei ωπ

4η |0〉c − iβe−i ωπ
4η |1〉c

)
, (3.30)

式中，单模量子化磁场处于包含量子信息α和β的相干叠加态

αei ωπ
4η |0〉c − iβe−i ωπ

4η |1〉c。 (3.31)

由公式(3.26)和公式(3.30)可知，当时间t = π/2η时，量子比特中的量子信息α和β

已经存储到单模量子化磁场中。同理可知，当时间t = π/η时，量子信息α和β 又

从单模量子化磁场返回到量子比特中，这是一种相干的时间演化的过程。以上

的过程显示，量子传输线可以作为一个数据总线，在量子网络中的量子比特之

间传递量子信息。

图 3.6: 量子信息传递的几率随时间变化的曲线。当几率为1时，量子信息从量子

比特转移到量子化单模中。当几率为0时，量子信息就从量子化单模中返回到量

子比特中。

在图3.6中，当我们取特殊值使得α = β = 1/
√

2时，量子信息的存储过程可
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以由量子信息从量子比特转移到量子化单模的几率随时间的变化来演示，即

P =
1

4
+

1

2
cos

(
ωt− ωπ

2η

)
sin ηt +

1

4
sin2 ηt。 (3.32)

3.4 小小小结结结

本章的主要内容分为三个部分：

（1）第一节中，简要回顾了传统的腔QED的基本内容，并且介绍了美国耶鲁

大学研究小组的量子传输线的实验[26]。根据表格3.1的参数，将量子传输线与

腔QED中的光学腔与微波腔进行了比较，结果显示出量子传输线具有更大的优

点。

（2）第二节中，讨论了理想的一维无损耗量子传输线中量子化电流产生的多模

量子化磁场。

（3）第三节中，在单模量子化磁场条件下，演示了一个量子信息的动力学存储

过程。



第第第四四四章章章 电电电荷荷荷量量量子子子比比比特特特的的的量量量子子子纠纠纠缠缠缠：：：两两两比比比特特特量量量子子子逻逻逻辑辑辑门门门

在本章中，我们主要研究电荷量子比特的相干性与量子纠缠以及两比特量

子逻辑门的实现。

4.1 量量量子子子相相相干干干性性性与与与量量量子子子纠纠纠缠缠缠

在现实世界中，任何一个量子系统都不是孤立存在的，量子态叠加原理是

否仍然有效，通常被用来衡量量子系统的量子相干性是否受到破坏。在量子信

息的研究中，量子比特的量子相干性是量子计算有效性存在的基础。如果没有

量子相干性，量子计算也就变成了经典计算。从这个角度看，量子相干性是否

被保持是量子计算与经典计算之间的最大区别。在量子信息的研究中，我们所

关心的量子比特的相干性主要是指量子态叠加原理是否仍然起作用，量子相干

性的损失被称为“量子退相干”。通常，量子退相干与量子纠缠都是联系在一起

的。

量子纠缠是一个描述量子系统中的不同组成部分之间的量子关联的概念。

纠缠态是量子物理中不同于经典物理的最奇特的、最不可思议的现象，同时也

是量子信息区别于经典信息研究的特点之一。纠缠态在量子信息研究中的各个

领域都有着广泛而重要的应用。纠缠态最早是被Einstein、Podolsky和Rosen注

意到的。根据量子理论，复合的量子系统可以处在一种特殊的状态：系统的

各个组成部分之间是不可分割的，对其中一部分的操作必然会影响到其余的

部分，即使各个组成部分之间是空间分隔的，人们就把这种子系统之间的神

奇的关联称为EPR佯谬[43]。Schrödinger把这种特殊的状态叫做“纠缠态”，也

可以叫做Schrödinger猫态[44]，并指出纠缠态势量子物理与经典物理之间最重

要的区别之一。1964年，Bell详细分析了量子力学所预言的纠缠态，并且与经

典的定域隐变量理论的结果进行了比较，得出了著名的“贝尔不等式”（Bell

inequality）[45]，并且对量子系统的非定域性给出了定量的描述。

下面，我们简要说明量子退相干与量子纠缠的关系。现在，我们考虑一个

量子比特与数据总线耦合的例子。假定量子比特处于一个相干叠加态，即

|ψ〉q = α |0〉+ β |1〉。



46 电路量子电动力学中量子退相干问题的理论研究

且数据总线的初态为|φ〉，则整个系统的初态可以写为

|Ψ (0)〉 = (α |0〉+ β |1〉)⊗ |φ〉。

经过一段时间的演化，整个系统的波函数随时间变为

|Ψ (t)〉 = α |0〉 ⊗ |φ0 (t)〉+ β |1〉 ⊗ |φ1 (t)〉。

这里，我们用密度矩阵描述量子比特的相干性的演化。当整个系统处于初态时，

量子比特与数据总线之间没有发生相互作用，则量子比特的密度矩阵可以写为

ρ (0) = |Ψ (0)〉 〈Ψ (0)|
= |α|2 |0〉 〈0|+ |β|2 |1〉 〈1|+ αβ∗ |0〉 〈1|+ h.c.。

t时刻，我们可以用量子比特的约化密度

ρs (t) = |α|2 |0〉 〈0|+ |β|2 |1〉 〈1|+ αβ∗ 〈φ1 (t) |φ0 (t)〉 |0〉 〈1|+ h.c.

描述量子比特相干性的变化。在上式中，可以在非对角项中定义退相干因

子[48]作为量子相干性的量度，即

D (t) = |〈φ1 (t) |φ0 (t)〉|。

以上结果表明，当D (t) = 1时，量子比特拥有良好的相干性，量子比特所携带的

量子信息没有流失。当D (t) = 0时，量子比特相干性受到完全的损失，即量子退

相干发生了。此时，整个系统的波函数|Ψ (t)〉变为一个量子纠缠态，量子比特的
约化密度矩阵变为

ρs (t) = C∗
0C0 |0〉 〈0|+ C∗

1C1 |1〉 〈1|， (4.1)

表示量子比特已经处于经典的非相干的混合态，量子比特中的量子信息从此变

为经典信息，量子计算遭到完全地破坏。

4.2 电电电荷荷荷量量量子子子比比比特特特的的的量量量子子子纠纠纠缠缠缠

在第三章中，已经建立了单个电荷量子比特与一维量子传输线中单模量子

化磁场耦合的模型，其哈密顿量为

H = 4EC

(
ng − 1

2

)
σz − EJ cos (φc + φq) σx + ~ωa†a。 (4.2)
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在这个模型中，库珀对盒子受到外加经典磁场和单模量子化磁场的联合作用。

其中，单模量子化磁场由产生和湮灭算子a†和a描述。

本节将在非旋转波近似条件下，讨论上述模型中电荷量子比特的相干性的

演化。对于公式(4.2)中的哈密顿量，可以调节库珀对盒子中门电容Cg上的门电

压Vg使得ng = 1/2，这样就得到一个描述标准量子测量模型的哈密顿量，即

H = −EJ cos (φc + φq) σx + ~ωa†a。 (4.3)

经过整理，公式（4.3）可重新表示为如下的形式

H = H0 |0〉 〈0|+ H1 |1〉 〈1|。 (4.4)

式中，本征矢量（|0〉 = |0〉q + |1〉q和|1〉 = |0〉q − |1〉q）是准自旋算子σx的本征态。

当k = 0, 1时，有效哈密顿量为

Hk = − (−1)k EJ cos (φc + φq) + ~ωa†a。 (4.5)

显然，公式（4.4）中的哈密顿量是一个形式上对角化的哈密顿量，并且能够产生

电荷量子比特与量子传输线中量子化单模之间的量子纠缠：当量子比特处于不

同的准自旋态（|0〉或|1〉）时，有效哈密顿量Hk将对单模量子化磁场产生不同的

作用。

4.3 电电电荷荷荷量量量子子子比比比特特特的的的量量量子子子相相相干干干性性性

在传统的腔QED研究中，Raimond等人[46]在处理腔-原子系统的量子纠缠

和量子退相干时，演示了一个可逆的介观叠加态的量子退相干过程。与非旋转

波近似下的腔QED研究中的典型模型[47]类似，本章中的模型描述了单模量子

化磁场与一个电荷量子比特的耦合。在这个模型中，处在不同的态|0〉和|1〉的量
子比特将会以不同的方式影响单模量子化磁场的量子态，并由此诱导出量子比

特相干叠加态的量子退相干。在本节中，我们将在由库珀对盒子与量子传输线

中单模量子化磁场组成的耦合系统中，研究电荷量子比特的量子退相干的问

题。

原则上，量子退相干的过程可以用量子比特的约化密度矩阵随时间的演化

来描述。量子退相干的过程意味着量子比特的约化密度矩阵的非对角元的消失，

同时约化密度矩阵的对角元保持不变。为了充分呈现量子退相干过程的演化，
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本节将计算量子比特约化密度矩阵的时间演化。这里，假定电荷量子比特的初

态处于|0〉和|1〉的相干叠加态，即

C0 |0〉+ C1 |1〉，

量子传输线中单模量子化磁场的初态为|φ〉，则整个系统的的初态可以写为

|Ψ (0)〉 = (C0 |0〉+ C1 |1〉)⊗ |φ〉。 (4.6)

与公式（4.4）的哈密顿量对应的演化算子为

U (t) = exp

(
− i

~
Ht

)
，

则t时刻，系统的整体波函数随时间的演化为

|Ψ (t)〉 = U (t) |Ψ (0)〉
= C0 |0〉 |d0 (t)〉+ C1 |1〉 |d1 (t)〉。 (4.7)

式中，当k = 0, 1时，

|dk (t)〉 = exp

(
− i

~
Hkt

)
|φ〉。

显然，系统的密度矩阵随时间的演化形式上可以表示为

ρ (t) = |Ψ (t)〉 〈Ψ (t)|。 (4.8)

经过简单的计算，电荷量子比特的约化密度矩阵为

ρs (t) = C∗
0C0 |0〉 〈0|+ C∗

1C1 |1〉 〈1| (4.9)

+ 〈d1 (t) |d0 (t)〉C∗
1C0 |0〉 〈1|+ h.c。

为了定量地描述量子比特的相干性，可以定义退相干因子作为量子相干性的量

度[48],

D (t) = |〈d1 (t) |d0 (t)〉|。 (4.10)

当时间t = 0时，量子比特与量子传输线未发生相互作用，退相干因子D (0) = 1，

量子比特具有良好的相干性。随时间的变化t > 0，量子比特与量子传输线发生

相互作用，退相干因子不等于1，D (t) < 1，表示量子比特的相干性发生损失。

下面，本节将详细讨论电荷量子比特相干性的变化。
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本节的讨论从公式（4.3）中的哈密顿量

H = −EJ cos (φc + φq) σx + ~ωa†a。 (4.11)

出发。由第三章的讨论可知，电荷量子比特的超导量子干涉器件闭合回路

中的外加经典磁场的强度远远大于量子传输线中单模量子化磁场的强度，

即φq ¿ φc。所以，可以把三角函数cos (φc + φq)作关于小量φq的微扰展开到二阶

项，即

cos (φc + φq) = cos φc − 1

2
φ2

q cos φc − φq sin φc。 (4.12)

则公式（4.11）哈密顿量变为

H =
[
δ
(
a + a†

)2
+ η

(
a + a†

)− EJ cos φc

]
σx + ~ωa†a。 (4.13)

式中，

δ =
1

2
φ2

2EJ cos φc ∼ 10−12EJ (4.14)

和

η = φ2EJ sin φc ∼ 10−6EJ (4.15)

分别是一阶相互作用强度和二阶相互作用强度。如果量子传输线中单模量子化

磁场的初态为相干态，上面的哈密顿量中包含相互作用项η的一阶相互作用项

将驱动量子传输线中单模量子化磁场仍然处于一个相干态，而包含δ的二阶相互

作用项将驱动量子传输线中的单模量子化磁场演化为压缩态。

从公式（4.14、4.15）可知，通过调节外加经典磁场强度来控制φc，从而可以

控制一阶和二阶相互作用强度的出现。也就是说，如果我们关闭外加经典磁场

使得sin φc = 0，则公式（4.13）中的哈密顿量中仅包含二阶相互作用项。如果打

开外加经典磁场使得cos φc = 0，则公式（4.13）中的哈密顿量仅包含一阶相互作

用项。此处，外加经典磁场的作用在于控制相互作用的强度。

现在，选择相干态|α〉作为量子传输线中单模量子化磁场的初态，通过一
个相干驱动源制备这样的准经典态是不困难的。由一些简单的计算可知，公

式(4.13)中包含aa和a†a†的项将驱动量子传输线中的单模量子化磁场演化为两

个不同的压缩态，即

|dk (t)〉 = |βk, µk, νk〉 eiθk。 (4.16)
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式中，当k = 0, 1时，

βk = α + (−1)k iη

ΩkNk

(
1− eiΩkt

)

θk =

(
η2

ΩkNk

+ (−1)k EJ cos φc

)
t (4.17)

µk = cos Ωkt + i
ω + (−1)k 2δ

Ωk

sin Ωkt (4.18)

νk = − (−1)k i
2δ

Ωk

sin Ωkt

Ωk =
√

ω2 + (−1)k4δω (4.19)

Nk =

√
ω2 + (−1)k4δω

ω
。 (4.20)

对于压缩态|βk, µk, νk〉[60]，我们将引用文献[68]中的方法，定义一套新的玻色算

子

Ak = µka− νka
†。 (4.21)

当k = 0, 1时，算子Ak满足对易关系
[
Ak, A

†
k

]
= 1，且

Ak |βk, µk, νk〉 = βk |βk, µk, νk〉。 (4.22)

在以上结果的基础上，作为电荷量子比特量子相干性量度的退相干因子随

时间的演化为

D (t) =
1√

µ1µ∗0 − ν1ν∗0
e−

1
2
|β0|2− 1

2
|β1|2

exp

{
2β∗1β0 + β2

0 (µ∗1ν0 − ν∗1µ0) + β∗21 (ν1µ0 − ν0µ1)

2 (µ∗1µ0 − ν∗1ν0)

}

现在，我们调节外加经典磁场使得sin φc = 0，η = 0和βk = α。在此条件下，系

统哈密顿量中仅包含二阶相互作用，而一阶相互作用为零，上式中的退相干因

子变为

D (t) =
1√

µ1µ∗0 − ν1ν∗0
exp

{
− |α|2 +

2 |α|2 + α2 (µ∗1ν0 − ν∗1µ0) + α∗2 (ν1µ0 − ν0µ1)

2 (µ∗1µ0 − ν∗1ν0)

}

由图4.1和图4.2中的结果可知，退相干因子D (t)随时间的变化演示了量子

比特的一个渐进的退相干过程。在D(t)随时间变化的曲线中存在的尖锐的峰，
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图 4.1: 系统哈密顿量中不包含一阶相互作用，即sin φc = 0时，退相干因

子D (t)的时间演化。图中，从上至下的曲线分别对应于量子传输线中共振模式

处于不同的相干态|α〉，即α = 0, 1, 2, 3。

通常称为“量子跳跃”[48]，即电荷量子比特的量子相干性存在“崩塌”和“回

复”。在图4.1中，当哈密顿量仅包含二阶相互作用项时，即外加经典磁场产

生的磁通φc的值使得sin φc = 0。随α的值分别为1，2，3时，退相干因子D (t)的

振动周期保持不变，峰的宽度变得更小。当外加经典磁场产生的磁通的值使

得sin φc = 0且α = 0时，退相干因子D (t)接近1，即相干性的损失可以忽略。也

就是说，当单模量子化磁场处于真空态且系统哈密顿量中仅包含二阶相互作用

时，电荷量子比特的相干性损失最小。在图4.2中，当cos φc = 0时，相互作用哈

密顿量仅包含一阶相互作用项，退相干因子的时间演化

D (t) = exp

[
−8η2

ω2
sin2 ωt

2

]
。 (4.23)

此时，退相干因子D (t)不依赖于α的值，且振荡的振幅非常小。上式表明，在仅

有一阶相互作用存在的情况下，电荷量子比特相干性的变化演化不依赖于单模

量子化磁场的状态。

4.4 两两两比比比特特特量量量子子子逻逻逻辑辑辑门门门的的的实实实现现现

把两个电荷量子比特放在量子传输线中，量子传输线中的单模量子化磁场
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图 4.2: 系统哈密顿量中不包含二阶相互作用，即cos φc = 0时，退相干因

子D (t)随时间的演化。此时相干性的损失最小。

与两个量子比特发生相互作用，这种相互作用会引起两个量子比特间的量子纠

缠，从而实现两比特量子逻辑门。本节研究了非绝热条件下，两比特可控量子

逻辑门[71]的实现。

4.4.1 模模模型型型：：：两两两个个个电电电荷荷荷量量量子子子比比比特特特与与与量量量子子子传传传输输输线线线耦耦耦合合合

如图4.3所示，量子传输线的长度为l，两个电荷量子比特的空间位置分别

为l/4和3l/4。系统中的磁场B由两部分构成：外加的经典磁场Bc和量子传输线

中单模量子化磁场Bq，即

B = Bc + Bq。 (4.24)

其中，Bq依赖于空间位置的变化。在以上条件下，两个量子比特中的磁通分别

为

Φ l
4

= Φc + Φq1 (4.25)

和

Φ 3l
4

= Φc + Φq2。 (4.26)

由上面的讨论可知，在耶鲁大学研究小组的实验中[26]，与外加微波驱动

发生共振的是量子传输线的多模量子化磁场中的第二个谐振模式，其共振频

率ω = 2π × 10GHz。在实验条件下，当n = 2时，量子磁通为

Φq = Φ2

(
a + a†

)
sin

(
2πx

l

)
。 (4.27)
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图 4.3: 图中两个电荷量子比特分别放在量子传输线中L/4和3L/4。

式中，

Φ2 = S
µ0

2πr

√
~ω2

lL
。

为了计算方便，现在定义

φ2 = π
Φ2

Φ0

，

φc = π
Φc

Φ0

，

φq1 = π
Φq1

Φ0

，

φq2 = π
Φq2

Φ0

。 (4.28)

为了获得最大的耦合强度，我们把两个电荷量子比特分别放在量子磁通的两个

节点x = l/4和x = 3l/4处，则相应的磁通最大值分别为

Φq1 = Φ2

(
a + a†

)
(4.29)

和

Φq2 = −Φ2

(
a + a†

)
。 (4.30)
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这样，整个系统的哈密顿量可以写为

H = 4EC1

(
ng − 1

2

)
σ1

z − EJ1 cos (φc + φq1) σ1
x

+4EC2

(
ng − 1

2

)
σ2

z − EJ2 cos (φc + φq2) σ2
x + ~ωa†a。 (4.31)

在本节的讨论中，我们选择两个相同的电荷量子比特，即

EC1 = EC2 = EC

和

EJ1 = EJ2 = EJ，

则上式中的哈密顿量可以写为

H = 4EC

(
ng − 1

2

) (
σ1

z + σ1
z

)−EJ cos (φc + φq1) σ1
x−EJ cos (φc + φq2) σ2

x+~ωa†a。

在本论文中，存在φq ¿ φc，所以展开三角函数cos (φc + φq)至一阶小量φq，即

cos (φc + φq) = cos φc − φq sin φc。 (4.32)

现在，把公式（4.28）中的结果代入公式（4.32），则系统的哈密顿量为

H = 4EC

(
ng − 1

2

) (
σ1

z + σ1
z

)− EJ cos φc

(
σ1

x + σ2
x

)
(4.33)

+~η
(
a + a†

) (
σ1

x − σ2
x

)
+ ~ωa†a

式中，η = φ2EJ sin φc/~。

4.4.2 可可可控控控两两两比比比特特特量量量子子子逻逻逻辑辑辑门门门的的的实实实现现现

在量子信息的研究中，实现通用的量子计算的两个前提是：

（1）能够执行单个量子比特的操作；

（2）能够执行可控两比特量子逻辑门的操作。

目前，在大多数建造两比特量子逻辑门的方案中[8, 19, 20, 52, 53, 54, 55]，

两个量子比特之间的耦合都是通过一个中间起辅助作用的数据总线来实现的。

通常，我们都是通过消除关于数据总线的动力学变量的方法获得两量子比特之

间的有效耦合，从而进一步执行两比特量子逻辑门的操作。在这些方案中，大多
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数都要求数据总线在执行门操作的过程中始终处于绝热的状态（即处于基态），

基于非绝热条件的方案已经出现在文献[56]中。在本节的研究方案中，量子传输

线中单模量子化磁场可作为数据总线，从而在非绝热的条件下实现任意可控两

比特量子逻辑门。

现在，调节两个电荷量子比特的门电压使得ng = 1/2，则公式（4.33）中的

系统哈密顿量变为

H = −EJ cos φc

(
σ1

x + σ2
x

)
+ ~ωa†a + ~η

(
a + a†

) (
σ1

x − σ2
x

)
。 (4.34)

将上式重新整理，则有

H = H0 + HI。 (4.35)

式中

H0 = −EJ cos φc

(
σ1

x + σ2
x

)
+ ~ωa†a，

HI = ~η
(
a + a†

) (
σ1

x − σ2
x

)
。

下面，我们将在相互作用表象中讨论为问题。

在相互作用表象中，系统的哈密顿量变为

H ′
I = ~ηe−iωt

(
σ1

x − σ2
x

)
a + ~ηeiωt

(
σ1

x − σ2
x

)
a†

这里，容易验证(σ1
x − σ2

x) a、(σ1
x − σ2

x) a†和(σ1
x − σ2

x)
2
组成了一个封闭的空间，则

根据Wei-Norman方法[51]，假定演化算子的形式为

UI (t) = e−iA(t)(σ1
x−σ2

x)
2

e−iB(t)a(σ1
x−σ2

x)e−iB(t)∗a†(σ1
x−σ2

x)。 (4.36)

上式中，A (t)和B (t)均为含时间的常数，且演化算子UI (t)满足下面的关系

U †
I (t) UI (t) = UI (t) U †

I (t) = 1 (4.37)

和Schrödinger方程

i~
d

dt
UI (t) = HIUI (t)。 (4.38)

现在，将公式（4.36）中的演化算子带入上面的Schrödinger方程，则Schrödinger方

程的左侧为

i~
d

dt
UI (t) =

(
dA (t)

dt

(
σ1

x − σ2
x

)2
)

UI (t) +

(
dB (t)

dt
a

(
σ1

x − σ2
x

))
UI (t)

+UI (t)

(
dB (t)∗

dt
a†

(
σ1

x − σ2
x

))
。
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我们在上式的两侧同时作用U †
I (t)，同时应用公式（4.37），则有

i~
dUI (t)

dt
U †

I (t) =
dA (t)

dt

(
σ1

x − σ2
x

)2
+

dB (t)

dt
a

(
σ1

x − σ2
x

)

+UI (t)

(
dB (t)∗

dt
a†

(
σ1

x − σ2
x

))
U †

I (t)。

又因为

UI (t)

(
dB (t)∗

dt
a†

(
σ1

x − σ2
x

))
U †

I (t)

=
dB (t)∗

dt

(
σ1

x − σ2
x

) (
a† − iB (t)∗

(
σ1

x − σ2
x

))

和

i~
dUI (t)

dt
U †

I (t) = HI。 (4.39)

所以，比较公式两侧的系数可得含有A (t)和B (t)的一阶微分方程为

dA (t)

dt
= iB (t)

dB (t)∗

dt
，

dB (t)

dt
= ηe−iωt。

求解上面的方程，解得

A (t) =
η2

ω

(
1

iω

(
eiωt − 1

)− t

)
，

B (t) = −η
1

iω

(
e−iωt − 1

)
。

当含时间的参数B (t) = 0时，演化算子

UI (t) = e−iA(t)(σ1
x−σ2

x)
2

= e−2iA(t)e2iAσ1
xσ2

x

不再依赖于量子传输线中单模量子化磁场的变量，即与产生和湮灭算子（a†、a）

无关。从上面的结果可知，B (t)是关于时间t的周期函数。当时间取特定时

刻tn = 2nπ/ω时，含时参数

A = −η2

ω
tn

因此，演化算子UI (t)在相互作用表象里可以简化为

UI (tn) = ei 4nπη2

ω2 e−i 4nπη2

ω2 σ1
xσ2

x
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上式等效于一个具有形如σ1
xσ

2
x的相互作用的两比特耦合系统。对于一个两比特

量子系统，如果系统的哈密顿量中的相互作用部分具有的形式为∼ σ1
xσ

2
x，我们

就在由两个电荷量子比特和量子传输线组成的耦合系统中，实现了一个可控旋

转的两比特量子逻辑门。

4.5 小小小结结结

本章中的内容分为两大部分：

（1）前三节中，在由单个电荷量子比特与量子传输线中单模量子化磁场耦合的

系统中，讨论了量子比特与单模量子化磁场之间的量子纠缠，并且演示了电荷

量子比特的可控量子退相干过程。

（2）在第四节中，用非绝热的方法实现了可控的两比特量子逻辑门。
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第第第五五五章章章 非非非理理理想想想的的的一一一维维维无无无损损损耗耗耗量量量子子子传传传输输输线线线中中中量量量子子子比比比特特特退退退相相相干干干

的的的新新新机机机制制制

在理想的一维无损耗量子传输线形成的“微腔”中，存在频率不同的多模式

量子化磁场。在本章的研究中，假定仅有一个模式的量子化磁场与电荷量子比

特耦合。在非理想的情况下，“微腔”中的电磁场将与外界的环境发生相互作用。

此时，我们可以用准模的方法描述“微腔”中的量子化磁场。换句话说，当“微

腔”中仅含有一个准模时，这个准模等同于一个中心共振模式（共振单模）及其

周围环绕的多个环境模式（非共振多模），这些环境模式的出现将会导致中心共

振模式的量子耗散，从而进一步引起量子比特的退相干。

5.1 模模模型型型：：：电电电荷荷荷量量量子子子比比比特特特耦耦耦合合合非非非理理理想想想的的的一一一维维维无无无损损损耗耗耗量量量子子子传传传输输输线线线

在传统的腔QED研究中，对于一个理想的腔，由于腔壁的存在，使得腔中

不再存在连续的光子谱，理想的腔中的量子化电磁场可以用一套频率不同的正

规模式来描述。然而，在一个非理想的腔中，非理想的腔壁将会引起腔中电磁

场与外界之间的能量交换，从而引起腔中电磁场模式的耗散，这就是所谓的“腔

耗散”。此时，腔中不再存在严格定义的正规模式，我们无法再用正规模式来

描述非理想腔中的电磁场。Fox和Li在研究微波激射腔[57]中的电磁波衍射时

指出[58]，这种耗散的腔中存在一系列分立的准正规模式，称为Fox-Li模。20世

纪70年代，Lamb等人用腔与外界的耦合代替腔壁的耗散，提出准定态的准模理

论[59, 61]。他们发现，在每一个Fox-Li模周围存在大量的环境模式。在这个模型

中，当腔中电磁场模式的频率接近Fox-Li模时，模式的振幅会变得很大。当腔中

电磁场模式的频率远离Fox-Li模时，模式振幅迅速减小（参见图5.1）。

与激光理论[59]类似，本文采用准模的方法描述非理想量子传输线中的电

磁场。激光理论表明，腔中存在一系列分立的准模，每一个准模都具有一个有

限的品质因子Q，并且每个准模周围还有多个环境模式。这样，腔中的量子磁

场Bq就由两部分组成：一部分是由共振单模描述的量子化磁场Br；另一部分是

由非共振多模描述的量子化磁场Bnr，即Bq = Br +Bnr。应用准模的方法，我们

已经在文献[24]中讨论了非理想腔中电荷量子比特的退相干。在本节中，我们将



60 电路量子电动力学中量子退相干问题的理论研究

应用准模的方法描述非理想的量子传输线中的量子化电磁场，并讨论处于其中

的电荷量子比特退相干的演化。这里，我们假定在非理想的一维无损耗量子传

输线中的量子化磁场仅包含一个准模，即一个中心共振模式（共振单模）和多

个非共振模式（非共振多模）。

在本文中，我们考虑非理想的无损耗量子传输线中共振单模的频率ω ∼
10GHz（处于微波区），品质因子Q ∼ 106。传输线中的电荷量子比特具有的电

荷能EC ∼ 122µeV、约瑟夫森耦合能为EJ ∼ 34µeV [42]。这里，电荷量子比特实

际上是一个超导量子干涉器件（由两个相同的约瑟夫森结组成一个超导环），位

于非理想的一维无损耗量子传输线中固定位置。图3.4显示，电荷量子比特（超

导量子干涉器件）位于x − z平面。在理想的一维无损耗量子传输线中，量子化

的电磁场可以用频率分立的共振模式来描述。但在非理想的情况下，量子传输

线中的量子化电磁场将漏到腔外，此时我们将用准模的方法[58, 59, 60, 61]描述

量子传输线中的量子化电磁场，即把其中的电磁模式分成两部分：共振单模和

非共振多模，且非共振多模作为“环境”环绕在共振单模的周围。也就是说，在

非理想的一维无损耗量子传输线情况下，其中将不再只有n = 2这个共振模式，

其周围还多个“环境模式”（非共振多模）。

这里，超导量子干涉器件闭合回路中的磁通由量子传输线中磁场B =

Bc + Bq产生，式中Bc为外加经典磁场，Bq为腔中量子化磁场[20]。为了突出本

文研究的物理实质，我们不考虑屏蔽电流的效应。相应地，超导环中的总磁通

可以分成两部分：Φ = Φc + Φq，经典磁通Φc =
∫

Bc · dS，量子传输线中量子磁
场诱导的量子磁通Φq =

∫
Bq · dS，S为超导环中的面积。对于一个非理想的无

损耗量子传输线，我们可以用准模的方法描述其中的量子化磁场。其中，共振

单模描述的量子化磁场为

Br =
µ0

2πr

√
~ω
lL

(
a + a†

)
sin

(
2πx

l

)
， (5.1)

非共振多模描述的量子化磁场为

Bnr =
µ0

2πr

∑
j

Mj

√
~ωj

lL

(
aj + a†j

)
sin

(ωj

c
x
)
。 (5.2)

式中，产生算子a†(a)和湮灭算子a†j(aj)分别对应于量子化磁场中频率为ω的

共振单模和频率为ωj的非共振多模，l为量子传输线的长度，L为量子传输
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图 5.1: 洛仑兹因子。

线上单位长度上的电感。另外，公式(5.2)中的常数Mj正比于一个洛仑兹分

布（Lorentzian）[60]，即

Mj ∝ 1√
(ωj − ω)2 +

(
γ
2

)2
。 (5.3)

式中，γ量子传输线中共振单模的衰减率，ω是量子传输线中准模的中心频率。

如图5.1所示，当非共振模式的频率ωj接近于共振模式的中心频率ω时，Mj将取

得一个最大值。

为了获得量子化磁场强度的最大值，我们必须把电荷量子比特放在磁通的

节点x = l/4处，即

Bq =
µ0

2πr

√
~ω
lL

(
a + a†

)
+

µ0

2πr

∑
j

Mj

√
~ωj

lL

(
aj + a†j

)
sin

(
ωj

c

l

4

)
，

则量子化磁场在超导量子干涉器件闭合回路中产生的量子磁通为

Φq = BqS

=
µ0S

2πr

√
~ω
lL

(
a + a†

)
+

µ0S

2πr

∑
j

Mj

√
~ωj

lL

(
aj + a†j

)
sin

(
ωj

c

l

4

)
。

为了方便计算，我们定义φq = πΦq/Φ0，则上面的量子磁通可以重新表示为

φq = φ0

(
a + a†

)
+

∑
j

φj

(
aj + a†j

)
。
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式中，

φ0 =
µ0S

2rΦ0

√
~ω
lL
，

φj =
µ0S

2rΦ0

Mj sin

(
ωj

c

l

4

) √
~ωj

lL
。

在本文中，我们考虑的量子比特是由超导量子干涉器件组成的电荷量子比特，

其哈密顿量可以写为[34]

H = 4EC

(
ng − 1

2

)
σz − EJ cos

(
π

Φ

Φ0

)
σx。 (5.4)

式中，EC是电荷能，EJ是约瑟夫森耦合能。对于电荷量子比特，存在EC >>

EJ。Φ是由外加经典磁场和量子传输线中的量子磁场共同产生的磁通，Φ0 =

h/2e是磁通量子。作为一个控制参量，有效门电荷为ng = CgVg/2e，它是由加在

门电容Cg上的门电压Vg决定的。这里的准自旋算子

σz = |0〉q 〈0|q − |1〉q 〈1|q , σx = |0〉q 〈1|q + |1〉q 〈0|q (5.5)

定义在电荷量子比特的态矢量空间上，这个空间的基矢是|0〉q和|1〉q。
现在，我们可以直接地从公式(5.4)得到描述量子比特与量子传输线耦合系

统的哈密顿量

H = 4EC

(
ng − 1

2

)
σz − EJ cos (φc + φq) σx + ~ωa†a +

∑
j

~ωja
†
jaj。 (5.6)

式中，φc和φq分别是经典磁通Φc和量子磁通Φq诱导产生的位相和位相算子。

φc =
πΦc

Φ0

,

φq = φ0

(
a + a†

)
+

∑
j

φj

(
aj + a†j

)
。

5.2 屏屏屏蔽蔽蔽电电电流流流效效效应应应

在本章第一节的讨论中，我们选用的电荷量子比特是由一个超导量子干涉

器件闭合回路构成的，但是在这个闭合回路中没有考虑屏蔽电流的效应[33]。当

超导量子干涉器件闭合回路的电感不等于零时，屏蔽电流的效应将可能成为电
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荷量子比特退相干的一个来源。对于一个超导环（超导量子干涉器件），当屏

蔽电流存在时，我们不能轻易忽略闭合回路中实际的磁通Φ 与外加磁场产生的

磁通Φx之间的差别，这种差别产生于超导量子干涉器件闭合回路中的屏蔽电

流Is产生的磁通。下面，我们给出稍微详细一些的讨论。

图 5.2: 超导量子干涉器件的示意图。图中，Is为闭合回路中的环行电流

通常，超导量子干涉器件闭合回路中包含两个相同的约瑟夫森结。如

图5.2所示，通过整个超导量子干涉器件的电流为

I = Ic (sin γ1 + sin γ2)， (5.7)

闭合回路中的环行电流为

Is =
Ic

2
(sin γ1 − sin γ2)。 (5.8)

环行电流Is产生的磁通为

Φs = LIs。

由第二章第一节中的讨论可知，

γ2 − γ1 = 2π
Φ

Φ0

。 (5.9)
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根据以上的讨论，闭合回路中的总磁通为

Φ = Φx + Φs。

式中，Φx代表外加磁场在闭合回路中产生的磁通。对于给定的I和Φ，可以从上

面的方程中解出γ1和γ2，从而可以计算出相应的Φx和Φs。为了简化问题的讨论，

假定闭合回路中的环行电流Is具有最大值，即I = 0和γ1 = −γ2，且

Φx = Φ + LIc sin

(
π

Φ

Φ0

)
。

从上式可以看出，当闭合回路中的磁通Φ = nΦ0时，Φ = Φx，即屏蔽电流的效应

不起作用。

现在，我们讨论在何种条件下，屏蔽电流的效应可以被忽略。Φ和Φx之间的

差别是由以下的方程决定的

φ = φx − π

2
βm sin φ。 (5.10)

式中，βm = 2LIc/Φ0通常被称为屏蔽参数，φ = πΦ/Φ0和φx = πΦx/Φ0。这个方

程简单地显示出，总磁通Φ是由外加磁通和诱导引起的磁通组成的。如果屏蔽参

数βm足够小，我们可以用微扰论的方法，在二阶微扰和单值条件下近似地解这

个方程。过程如下：首先，令λ = −π
2
βm sin φ为微扰参量，则有φ = φx + λ将其代

入公式（5.10）

φ = φx − π

2
βm sin (φx + λ) (5.11)

现在把包含微扰参量λ的三角函数sin (φx + λ)展开至关于λ的一阶小量，即

sin (φx + λ) = sin φx + λ cos φx (5.12)

将上式中的结果代入公式（5.11），可得

φ = φx − π

2
βm sin φx +

(π

2
βm

)2

sin φx cos φx。 (5.13)

上式表明，当屏蔽参数βmπ/2 << 1时，即βm << 2/π，我们能够忽略屏蔽电流
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的效应。然而，包含(φx)
2的非线性项将会引起量子传输线中共振模式与非共振

模式之间的非线性相互作用。屏蔽电流的效应也可能是电荷量子比特退相干性

的一个来源，这个问题是非常值得研究的。然而，为了更清晰地显示本论文结

果的物理意义，我们假定屏蔽参数βm << 2/π时忽略屏蔽电流的效应，并且不

在这里给出进一步的讨论。

5.3 非非非线线线性性性耦耦耦合合合诱诱诱导导导的的的共共共振振振单单单模模模与与与非非非共共共振振振多多多模模模间间间的的的相相相互互互作作作用用用

电荷量子比特退相干的来源是多种多样的，其中也存在一些未知的来

源。以前的研究显示，背景电荷的起伏效应是电荷量子比特退相干的一个来

源。为了突出本文提出的新的退相干机制，可以调节门电压Vg 使得有效门电

荷ng = 1/2，从而去除背景电荷的起伏效应对量子比特相干性的影响。因此，公

式（5.6）中的哈密顿量简化为

H = −EJ cos (φc + φq) σx + ~ωa†a +
∑

j

~ωja
†
jaj。 (5.14)

显然，上式中的哈密顿量H在准自旋算子σx的本征态|0〉 = |0〉q + |1〉q和|1〉 =

|0〉q − |1〉q组成的线性空间上是对角化的，并且描述了一个标准的量子测量模
型[68]

H = H(0) |0〉 〈0|+ H(1) |1〉 〈1|。 (5.15)

式中，当k = 0，1时，

H(k) = − (−1)k EJ cos (φc + φq) σx + ~ωa†a +
∑

j

~ωja
†
jaj。 (5.16)

由上面的结果可知，可以将三角函数cos (φc + φq)展开至φq的二阶项，即

cos (φc + φq) = cos φc − φq sin φc − 1

2
φ2

q cos φc。 (5.17)

上式中的二阶项φ2
q ∼ φ0φj

(
a + a†

) (
aj + a†j

)
导致了共振单模与其它的非共振多

模之间的相互作用。同时，在上面的哈密顿量中，一阶项φq ∼
(
a− a†

)
和

(
aj − a†j

)
将

会导致受迫项的产生。在旋转波近似（RWA）下，可以把cos (φc + φq)中含a2
(
a†2

)
的

项和含aja
(
a†ja

†
)
的项扔掉，从而得到一个有效的哈密顿量

H(k) = H(k)
s + H

(k)
I + H

(k)
B + N (k)。 (5.18)
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式中，

H(k)
s = ~Ω(k)a†a + ξ(k)

(
a + a†

)

H
(k)
B =

∑
j

~ωja
†
jaj +

∑
j

ξ
(k)
j

(
aj + a†j

)

H
(k)
I =

∑
j

g
(k)
j

(
aa†j + a†aj

)
。

和

Ω(k) = ω +
(−1)k

~
φ2

0EJ cos φc

g
(k)
j = (−1)k φ0φjEJ cos φc

ξ(k) = (−1)k φ0EJ sin φc

ξ
(k)
j = (−1)k φjEJ sin φc

N (k) = (−1)k

(
1

2
φ2

0 − 1

)
EJ cos φc。

这里，H
(k)
s 描述了一个频率为Ω(k)的受迫谐振子系统，H

(k)
B 描述了一个由多个频

率为ωj的受迫谐振子组成热库。并且，H
(k)
I 描述了非理想的无损耗量子传输线

中量子化磁场的共振单模与非共振多模之间的耦合，其耦合常数g
(k)
j 拥有一个洛

仑兹型的因子，即

g
(k)
j ∼ 1√

(ωj − ω)2 +
(

γ
2

)2
。 (5.19)

这个洛仑兹型因子的存在，使得非理想的无损耗量子传输线中由共振单模描述

的量子化磁场在很大程度上主导了相互作用的强度。

5.4 非非非理理理想想想的的的一一一维维维无无无损损损耗耗耗量量量子子子传传传输输输线线线中中中共共共振振振单单单模模模的的的量量量子子子耗耗耗散散散

由上节的内容可知，非线性耦合导致了共振单模与非共振多模之间的相互

作用。现在，从公式（5.18）中的哈密顿量H(k))出发，讨论非共振多模对共振单

模的影响。为了方便求解由有效哈密顿量H(k)统治的动力学方程，我们调节外

加经典磁场使得sin φc = 0，则公式（5.18）中的受迫项消失，系统的哈密顿量变

为

H(k) = ~Ω(k)a†a +
∑

j

~ωja
†
jaj +

∑
j

g
(k)
j

(
aa†j + a†aj

)
。 (5.20)



第五章 非理想的一维无损耗量子传输线中量子比特退相干的新机制 67

式中，哈密顿量H(k)描述了一个典型的浸在热库中的单模玻色子组成的量子耗

散系统（孙昌璞等人已经在文献[62, 63]中详细地研究了这种量子耗散系统）

关于哈密顿量H(k)的Heisenberg方程的解可以从文献[63]中得到，即

a(k) (t) = u(k) (t) a (0) +
∑

j

v
(k)
j (t) aj (0)，

a
(k)
j (t) = e−iωjtaj (0) + u

(k)
j (t) a (0) +

∑
s

v
(k)
j,s (t) as (0)。 (5.21)

式中，a(k) (t)和a
(k)
j (t)分别代表湮灭算子a和aj的时间演化，各项含时参数分别

为

u(k) (t) = e−
γ
2
te−i(Ω(k)+∆Ω(k))t,

v
(k)
j (t) = −

g
(k)
j e−iωjt

(
1− e−i(Ω(k)+∆Ω(k)−ωj)te−

γ
2
t
)

Ω(k) + ∆Ω(k) − ωj − iγ
2

,

u
(k)
j (t) = −

g
(k)
j e−iωjt

(
1− e−i(Ω(k)+∆Ω(k)−ωj)te−

γ
2
t
)

Ω(k) + ∆Ω(k) − ωj − iγ
2

，

v
(k)
j,s (t) = − g

(k)
j g

(k)
s e−iωjt

Ω(k) + ∆Ω(k) − ωs − iγ
2

×
(

1− e−i(Ω(k)+∆Ω(k)−ωj)te−
γ
2
t

Ω(k) + ∆Ω(k) − ωj − iγ
2

+ Λ

)
,

Λ = t，且s = j，

Λ =
e−i(ωs−ωj)t − 1

ωs − ωj

，且s 6= j。 (5.22)

式中，∆Ω(k)是对应于有效哈密顿量H(k)的频率Ω(k)的频率移动。通常，频率移

动∆Ω(k)可以被吸收进Ω(k)，即Ω(k) ∼ Ω(k) + ∆Ω(k)。

在有效密顿量H(k)统治的动力学过程中，我们可以计算量子化磁场中共振

单模的平均光子数的时间演化。这里，我们假定量子化磁场的初态被制备到一

个Fock态|n, {nj}〉 = |n〉 ⊗ |{nj}〉，则共振单模的平均光子数为

n(k) (t) = n
∣∣u(k) (t)

∣∣2 +
∑

j

nj

∣∣∣v(k)
j (t)

∣∣∣
2

= ne−γt +
∑

j

njg
(k)2
j

1 + e−γt − 2 cos
[(

Ω(k) − ωj

)
t
]

(Ω(k) − ωj)
2
+

(
γ
2

)2 。 (5.23)
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式中，第一项表示共振单模的光子数发生了耗散，第二项代表非共振多模光场

的效应。当时间t → ∞时，e−γt → 0，非共振多模光场的效应并不消失。此时，

共振单模的平均光子数

n(k) (t) =
∑

j

njg
(k)2
j

1− 2 cos
[(

Ω(k) − ωj

)
t
]

(Ω(k) − ωj)
2
+

(
γ
2

)2 (5.24)

并不趋近于零。当热库（由非共振多模组成）的初态处在真空态|{nj}〉 =

|{0j}〉时，公式（5.25）中共振单模的平均光子数为

n(k) (t) = ne−γt。 (5.25)

此时，共振单模的平均光子数发生完全的量子耗散。以上结果表明，当包含算

子a和aj的受迫项消失时，量子传输线中的非共振多模诱导产生的真空起伏将会

导致共振模式的量子耗散。换句话说，非线性耦合直接引起了非理想的无损耗

量子传输线中由共振单模描述的量子化磁场的量子耗散。当时间t → ∞时，量
子传输线中量子化磁场的共振单模的平均光子数接近于零。

5.5 共共共振振振单单单模模模的的的量量量子子子耗耗耗散散散诱诱诱导导导退退退相相相干干干

原则上，量子退相干的过程可以用量子比特-量子传输线系统的约化密度矩

阵的时间演化描述。为了分析量子退相干，我们可以计算电荷量子比特的约化

密度矩阵的时间演化。单纯的量子退相干过程意味着约化密顿矩阵的非对角矩

阵元的消失，与此同时对角元保持不变。

假定量子传输线中各个模式的初态均处于相干态，即共振单模的初态

为|α〉，非共振多模的初态为|{αj}〉，且量子比特的初态为相干叠加态（C0 |0〉 +

C1 |1〉），则整个系统（量子比特-量子传输线）的初态可以写为

|Ψ (0)〉 = (C0 |0〉+ C1 |1〉)⊗ |α, {αj}〉。 (5.26)

这里，很容易得到整个系统波函数的时间演化

|Ψ (t)〉 = U (t) |Ψ (0)〉
= C0 |0〉 ⊗

∣∣ϕ(0) (t)
〉

+ C1 |1〉 ⊗
∣∣ϕ(1) (t)

〉
。 (5.27)

式中，当k = 0, 1时， ∣∣ϕ(k) (t)
〉

= U (k) (t) |α, {αj}〉 (5.28)
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且

U (k) (t) = exp

(
− i

~
H(k)t

)

为有效哈密顿量H(k)的演化算子。因而，整个系统的密度矩阵的时间演化为

ρ (t) = |ψ (t)〉 〈ψ (t)|， (5.29)

则量子比特的约化密度矩阵为

ρs (t) = C∗
0C0 |0〉 〈0|+ C∗

1C1 |1〉 〈1|
+

〈
ϕ(1) (t) |ϕ(0) (t)

〉
C∗

1C0 |0〉 〈1|+ h.c.。 (5.30)

作为量子系统相干性的量度[48]，电荷量子比特的退相干因子可以定义为

D (t) =
∣∣〈ϕ(1) (t) |ϕ(0) (t)

〉∣∣。 (5.31)

对于任意的相干态，存在下面的关系

|α〉 = exp
[
αb† (0)− α∗b (0)

] |0〉。 (5.32)

由上面的结果可知，公式（5.20）中的有效哈密顿量H(k)描述了量子传输线中共

振单模与非共振多模之间的相互作用，并且其中的算子a和aj是正规积形式排列

的，则有下面的关系成立，即

H(k) |0, {0j}〉 = 0 (5.33)

所以

U (k) (t) |0, {0j}〉 = |0, {0j}〉。 (5.34)

这个公式在下面的计算中将会用到。在公式（5.31）中，计算退相干因子时，我

们预先计算|ϕ0 (t)〉和|ϕ1 (t)〉，计算过程如下：
由相干态的定义可知，

|α, {αj}〉 = eαa†−α∗aeαja†j−α∗j bj |0, {0j}〉 (5.35)

又因为

U (k) (t)† U (k) (t) = 1
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且

U (k) (t) |0, {0j}〉b = |0, {0j}〉， (5.36)

所以

U (k) (t) |α, {αj}〉
= U (k) (t) eαa†−α∗aeαja†j−α∗j aj |0, {0j}〉
= U (k) (t) eαa†−α∗aU (k) (t)† U (k) (t) eαja†j−α∗j ajU (k) (t)† U (k) (t) |0, {0j}〉。

这里，我们定义

A(k) (t) = U (k) (t) aU (k) (t)†，

a
(k)
j (t) = U (k) (t) bjU (k) (t)†，

则上式变为

U (k) (t) |α, {αj}〉 = eαA(k)(t)†−α∗A(k)(t)eαjA
(k)
j (t)†−α∗j A

(k)
j (t) |0, {0j}〉。

现在，我们的任务就是解出上式中的A(k) (t)和A
(k)
j (t)。求解的过程如下：

形式上，对于与有效哈密顿量H(k)相对应的任意湮灭算子O，我们可以定义

O(k) (t) = U (k) (t) OU (k)† (t) (5.37)

式中，U (k) (t) = exp
{−iH(k)t/~

}
。经过简单的计算，我们得到下面的含时方程

dO(k) (t)

dt
= i

[
O(k) (t) , Hk

]
。 (5.38)

与Heisenberg方程相比，上式右侧是i，而Heisenberg方程右侧是−i。因此，我们

只需要在关于有效哈密顿量H(k)的Heisenberg方程的解（见公式（5.21））中，把

所有的虚数单位i变为−i，即相当于把算子前面的系数取复共轭，则可解得

A(k) (t) = u(k)∗ (t) a (0) +
∑

j

v
(k)∗
j (t) aj (0) ,

A
(k)
j (t) = eiωjtaj (0) + u

(k)∗
j (t) a (0) +

∑
s

v
(k)∗
j,s (t) as (0)。
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这样，就得到计算退相干因子D (t)所需要的|ϕk (t)〉，即

|ϕk (t)〉 =

∣∣∣∣∣αu(k) (t) +
∑

j

αju
(k)
j (t)

〉

⊗Πj

∣∣∣∣∣αje
−iωjt + αv

(k)
j (t) +

∑
s

αsv
(k)
j,s (t)

〉
。 (5.39)

这里，本文假定量子传输线中非共振多模的初态为真空态|{0j}〉，共振单模的初
态为相干态|α〉，则上式简化为

|ϕk (t)〉 =
∣∣αu(k) (t)

〉⊗ Πj

∣∣∣αv
(k)
j (t)

〉
。 (5.40)

此时，电荷量子比特的退相干因子的时间演化为

D (t) = e
− |α|2

2

�
|u(1)(t)−u(0)(t)|2+

P
j

���v(1)
j (t)−v

(0)
j (t)

���
2
�

。 (5.41)

图 5.3: 退相干因子D (t)随时间t的演化。其中，α = 2 。

在对易关系
[
A(k) (t) , A(k)† (t)

]
= 1条件下，我们得到

∣∣u(k) (t)
∣∣2 +

∑
j

∣∣∣v(k)
j (t)

∣∣∣
2

= 1。 (5.42)
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这样，公式(5.41)中的退相干因子变为

D (t) = e−|α|
2+

|α|2
2 (u(1)∗(t)u(0)(t)+u(1)(t)u(0)∗(t))

×e
|α|2
2

P
j

�
v
(1)∗
j (t)v

(0)
j (t)+v

(1)
j (t)v

(0)∗
j (t)

�
。 (5.43)

从公式(5.22)中的结果可知，v
(1)∗
j (t) v

(0)
j (t)正比于φ2

jφ
2
0 ∼ φ4

0是一个非线性

展开中的四阶小项，所以我们在计算退相干因子D (t)的过程中忽略这一项，则

D (t) = e−|α|
2(1−e−γt cos[(Ω(1)+∆Ω(1)−Ω(0)−∆Ω(0))t])。 (5.44)

从以上讨论可知，当量子化磁场处于真空态时，即α = 0、αj = 0，上式中的退相

干因子D (t) = 1。此时，量子比特不发生退相干。

图5.3显示，退相干因子D (t)拥有一个振荡衰减的形式。在上面的公

式（5.44）中，包含exp (−γt)的项代表非共振多模诱导引起的共振单模的量

子耗散。因此，我们得到本文的中心结果，即非理想的无损耗量子传输线中非

共振多模引起的共振单模的量子耗散直接导致了电荷量子比特的量子退相干。

在长时间条件下，退相干因子

D (t) = exp
(
− |α|2

)

由共振单模中的平均光子数|α|2决定。在短时间条件下，退相干因子演变为

D (t) = exp (−Γt)

。这里，退相干的衰减率Γ正比于超导量子传输线中共振单模中的平均光子

数|α|2和量子耗散的衰减率γ，且

Γ = γ |α|2

。

5.6 小小小结结结

在本章的讨论中，我们发现电荷量子比特在非理想的无损耗量子传输线中

电荷量子比特的退相干的新机制。在第一节中，我们采用准模的方法描述非理

想的无损耗量子传输线中的量子化磁场。第三节的讨论表明，电荷量子比特与
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量子传输线之间的非线性耦合能够诱导量子传输线中共振单模和非共振多模之

间的相互作用。在这基础上，我们得到一个描述新的退相干机制的模型，即一

个受迫振子（共振单模）与热库（由多个受迫振子组成）相互作用。通过第五

节的计算可知，描述电荷量子比特相干性的退相干因子呈现一个振荡衰减的形

式（见图5.3）。由第四节的讨论可知，非共振多模的真空起伏能够引起共振单模

的量子耗散，并且共振单模的量子耗散直接引起了电荷量子比特的退相干。基

于以上的这些分析，我们在第五节中提出了非理想的无损耗量子传输线中电荷

量子比特的退相干的新来源。
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第第第六六六章章章 研研研究究究展展展望望望

良好的量子相干性是量子计算成功的关键所在，具有较长退相干时间的量

子比特是我们追求的目标。量子信息研究的发展表明，约瑟夫森结等固体量子

系统由于其可规模化和集成化的特点，越来越可能成为量子计算方案的最佳

选择。目前，约瑟夫森结量子比特已经成为固体量子计算方案中比较成熟的选

择，但是约瑟夫森结量子比特量子退相干的来源还不是很清楚。最近的研究表

明，背景电荷起伏导致的1/f噪声在电荷量子比特的退相干中扮演了重要的作

用[42, 65, 69, 70]，同时也可能存在其它的一些未知的退相干的来源。当约瑟夫

森结量子比特处于不同的环境中时，这些具体的环境也会引起约瑟夫森结量子

比特的退相干。

本文的研究提供了电荷量子比特的一种新的量子退相干的来源：当电荷量

子比特与量子传输线耦合时，非理想的一维无损耗量子传输线产生的量子化磁

场可以导致电荷量子比特退相干的发生。另外，在本文第五章的讨论中提到，

超导量子干涉器件闭合回路中的屏蔽电流的效应也可能是量子比特退相干的一

个来源，但在本文中并没有详细讨论。屏蔽电流对电荷量子比特相干性的影响，

今后将成为我们的一个新的研究方向。
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