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经典失谐与量子失谐 3
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摘　要　从理论上讨论了经典和量子过程中的失谐问题.文中以一维谐振子为例详细讨论了经典和量子情况

中失谐与共振问题的相似性.并证明 ,当外部驱动力与受力系统的内禀频率极端失谐时 ,外力的效应可以忽略.
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1　引言

量子力学及其在所有的科学应用中都取得

了极大的成功.迄今没有发现任何它的预言和

实验相违背的例证.若没有量子力学 ,人们将无

法解释固体的行为、大分子的结构和功能 ,更无

法解释星体的颜色、激光的功能和超导的性质.

但是 ,量子力学的推论和预言有许多看上去与

我们关于经典物理的理解相悖 ,引起了许多人

的争论.如 EPR佯谬、Schrödinger猫等.虽然从

积极的意义上讲 ,不同于传统的东西意味着物

理学的进步 ,但人们仍希望用一种可以想象和

可以理解的经典图象和类比来考察量子力学的

结论[1 ] .

基于上述想法 ,本文将就失谐与共振问题

以受迫谐振子 Schrödinger 方程和牛顿方程的

精确解的极限过程为例 ,详细分析经典与量子

对应中的相似性.由此 ,可从物理图象上加深对

量子力学的物理内涵的理解 ,揭示一些与常识

看上去似乎相悖的简单物理现象.

事实上 ,量子过程中的失谐情况是量子力

学的常见问题.利用失谐情况下外部对系统的

影响可以忽略不计的特点 ,人们在不同的对象

和不同的内容下建立了 Born - Oppenheimer近

似[2 ]、旋转波近似[3 ,4 ]、缓变近似[5 ]等方法.本

文的工作将有助于对这些近似的理解[6 ] .

2　经典物理中的失谐问题

不失一般性 ,考虑一维力学时变系统 ,其哈

密顿量

H = Hq ( t) =
p2

2 M
+ V s ( t) + V f ( t) (1)

依赖于时间.其中 , V s ( t )和 V f ( t )分别为慢变

力学量和快变力学量部分.从数学上讲

V s ( t) = 6 V s (ωs) exp [iωs t ] (2)

的傅氏变换中低频项起主要作用 ,而

V f ( t) = 6 V f (ωf) exp [iωf t ] (3)

的傅氏变换中的有限个高频项起主要作用. V s

( t)对 q和 t 的微分具有相同的频谱分布.

体系的运动方程可写为

Ûp = -
5 V s ( t)

5 q
-

5 V f ( t)

5 q
(4)

Ûq = p/ M (5)

将方程 (4)进行形式积分

　　p ( t) - p (0)

　　= -∫
t

0

5 V s ( t)

5 q
d t -∫

t

0

5 V f ( t)

5 q
d t (6)

注意到 V f ( t)应为实数 : V 3
f ( t ) = V f ( t ) ,所以



Vf (ωf)必须满足 V f (ωf) = V 3
f ( - ωf) .则利用

　V f ( t) =
1
2

6 V f (ω) exp [iωf t ]

+
1
2

6 V 3
f (ω) exp [ - iωf t ] (7)

对式 (4)右端第二项积分得

　-∫
t

0

5 V f ( t)

5 q
d t = -

1
2

6∫
t

0

5 V f (ωf)
5 q

·exp[iωf t ]d t -
1
2

6∫
t

0

5 V 3
f (ωf)
5 q

exp[ - iωf t ]d t

= -
1
2

6
5 V f (ωf)

5 q

exp [iωf t ]

iωf

　-
1
2

6
5 V 3

f (ωf)
5 q

exp [iωf t ]

iωf
(8)

如果高频部分的频率ωf 远大于低频部分的频

率ωs ,或者说ωf 相对于系统的内禀频率改变

很大 ,则有

∫
t

0

5 V f ( t)

5 q
d t →0 ;当ωf →∞ (9)

该式说明 :如果高频频率远大于低频频率 ,则具

有高频的力学量对系统的影响可以在系统的变

化过程中不予考虑.

我们以一维受迫谐振子的精确解为例来讨

论这种情况.设 m 为振子质量 , q为谐振子的

坐标 ,ω为振子的固有频率 , F ( t )为系统外部

的强迫力 ,则其运动方程为

mq̈ ( t) = - mω2 q ( t) + F( t) (10)

其精确解为

　　q ( t) = A cos (ωt +φ)

+∫
t

0

F( t′)
mω sinω( t - t′) d t′ (11)

若设外力的形式为 F( t) ≡F0sinωf t ,则其运动

方程的解为

q ( t) = A cos (ωt +φ) +
F0

2 mω = -
sinωf t + sinωt
ωf +ω

-
sinωf t - sinωt
ωf - ω

(12)

显然 ,在大失谐的情况|ωf - ω| →∞时 ,

q ( t)≈ A cos(ωt +φ) (13)

即若外力的振动频率远高于固有频率时 ,外力

对系统是没有什么影响的.经典振动的这一特

点在技术上有很多应用 ,地震仪和减震器就是

利用这种原理.

3　量子力学中的失谐问题

现在我们考察量子系统的失谐.一般地 ,时

变量子系统的哈密顿量可设为

Ĥ = Ĥs ( t) + Ĥf ( t) (14)

其中 Ĥs ( t)和 Ĥf ( t)分别为慢变和快变力学量

的哈密顿量.从数学上讲 Ĥf ( t)的傅氏变换

1
2

6 Ĥf (ωf) exp[iωf t ] +
1
2

6 Ĥ 3
f (ωf) exp[ - iωf t ]

(15)

仅存有限个起主要作用的高频项. 对相应的

Schrödinger方程

i Ü
5
5 t

|φ( t)〉= 价 :

Ĥ

s ( t) + Ĥf ( t) |φ( t)〉

(16)

两边进行形式积分可得

　i Ü( |φ( t)〉- |φ(0)〉)

=∫
t

0　T
Ĥs ( t′) + Ĥf ( t′)4 |φ( t′)〉

=∫
t

0
Ĥs|φ( t′)〉+ 1

2
6∫

t

0收稿
Ĥf (ωf) exp [iωf t ]

　+ Ĥ 3
f (ωf) exp [iωf t ] |φ( t′)〉 (17)

令　f 1 ( t) ≡Ĥf (ωf) |φ( t′)〉; f 2 ( t ) ≡Ĥ 3
f (ωf)

|φ( t′)〉,则上式右端第二项可写为

　-
1
2 6
ω

6
∞

n = 0

f
( n)
1

( - iω) n + 1 exp [iωf t ]
t

0

　-
1
2 6
ω

6
∞

n = 0

f
( n)
2

(iω) n + 1exp [ - iωf t ]
t

0
(18)

当高频部分的频率ωf 远大于低频部分的频率

ωs ,或者说ωf/ωs →∞时 ,则可证明式 (18)为

零 ,从而高频部分的影响可以忽略不计.

仍以一维谐振子为例讨论量子失谐问题.

设量子力学问题的一维谐振子的哈密顿量为

Ĥ =
p̂2

2 m
+

1
2

mω2 q̂2 + F′( t) q̂ (19)

设量子化的坐标和动量表达为产生、湮没算子

â +和 â的线性组合

q̂ =
Ü

2ωm
( â + + â)

p̂ = i
Üωm

2
( â + - â)

(20)
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从而有 Ĥ的正则形式

Ĥ = Üω̂a + â + F′( t)
Ü

2ωm
( â + + â)

= Üω̂a + â + F( t) ( â + + a) (21)

这里将哈密顿量减去了常数项 Üω0/ 2 .设 Ĥ0 =

Üω̂a + â ,则我们可得到在相互作用表象中的哈

密顿量

Ĥ I = F( t))

â

+ eiωt + âe - iωt (22)

利用 Wei - Norman方法[7 ] ,设

U I = e h ( t) e A ( t) a
+

eB ( t) a (23)

是 Schrödinger方程的形式解 ,并令 FI ( t ) = F

( t) eiωt ,由

Ĥ I = [i Ü
5
5 t

U I ( t) ] U - 1
I ( t) (24)

可得各系数 A ( t) , B ( t) , h ( t)满足的方程

Ûh ( t) - ÛB ( t) A ( t) = 0　　　

i ÜÛA ( t) = FI ( t) (25)

i ÜÛB ( t) = F 3
I ( t)

从而有

　　h ( t) = - | A ( t) | 2/ 2

A ( t) = - B 3 ( t) =
1

i Ü∫
t

0
FI ( t′) d t′ (26)

若外力取为具体的简谐形式

　F( t) = F0sinωf t , FI ( t) = F0sinωf teiωt (27)

则可得各系数为

A ( t) = -
F0

i2 Ü
1
ω+ωf

[ei (ω+ω
f
) t - 1 ]

- [
1
ω- ωf

ei (ω- ω
f
) t - 1 ] f

B ( t) = -
F0

i2 Ü
+

1
ω+ωf

[e - i (ω+ω
f
) t - 1 ]

-
1
ω- ωf

[e - i (ω- ω
f
) t - 1 ]-

h ( t) = (
F0

Üωf
) 2 ( 1
ω+ωf

) 2 + ( 1
ω- ωf

) 2

+ ( -
1
ω+ωf

+
1
ω- ωf

) 2 ]

+ ( 1
ω2 - ω2

f
) 2cos (ωf +ω) t

　　- [ ( 1
ω2 - ω2

f
) + ( 1
ω- ωf

) 2 ]cos(ω- ωf)

+ [ - ( 1
ω+ωf

) 2 +
1
ω2 - ω2

f
]cos2ωf t (28)

从相互作用表象再变换至原表象 ,我们有

U ( t) = ei
Ĥ

0
Üt U I ( t) = e - iω̂a

+
âU I

= eiω̂a
+

âexp [ A ( t) â + - A 3 ( t) â ] (29)

当失谐的情况发生时 ,有|ωf ±ω| →∞,此时

A ( t) = B ( t) = h ( t)≈0 (30)

从而　　　U ( t) = e - iω̂a
+

â (31)

这恰是自由谐振子的演化算子 ,大失谐的

外部驱动力对系统不产生有效的影响.

4　结论

在处理多自由度量子体系动力学中常常使

用的 Born - Oppenheimer 近似 ,旋转波近似和

缓变近似的思想正是基于上述失谐原理.而上

面的讨论正表明了量子问题和经典问题在失谐

的情况时形式上是统一的 ,我们可以依据经典

图象来理解量子力学问题 ,使得人们可在更加

现实的基础上考察量子力学问题.
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比较式 (45)和 (46) ,可见式 (45)更为精确.

在低频段出现了一个零点频率和三个极点频

率 ;而在高频段出现了一个零点频率和两个极

点频率.其原因是本文分析时较全面地考虑了

电路有关参数的影响 ,只是在某些分析环节上

作了一定的近似处理.
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PRECISE ANALYSIS OF FREQUENCY RESPONSE

CHARACTERISTICS OF R C - COUPL ED AMPL IFIER

Luo Fenglin
(Department of Electric Power Engeering , Changsha University of Electric Power , Changsha , Hunan , 410077 , China)

Abstract　A precise analysis is made for f requency response characteristics of single - stage RC -

coupled transistor amplifier connected with common emitter by using the mode method and y - param2
eters.

Key words　t ransistor amplifier ; gain ; f requency response characteristics
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CLASSICAL AND QUANTUM DETUNING

Wang Cheng　　Zhang Li　　Sun Changpu
(Department of Physics , Northeast Normal University , Changchun , 130024 , China)

Abstract　The detuning problem in the classical and quantum processes is dealt theoretically. One

dimensional oscillator is taken as an example for discussing similarity between both theories. The effect

of external force could be neglectable when its f requency departs f rom the intrinsic f requency seriously.

Key words　quantum ; detuning ; harmonic oscillator
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