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研究了绝热条件下非线性三能级体系的朗道+齐纳隧穿 ,通过研究体系的本征值和本征态，发现当非线性不是

很强时，三个能级的结构与线性情况相似，但中间能级所对应本征态的性质分段，这种分段导致绝热定理被破坏，

引起所谓的绝热隧穿现象 ,由于本征态的不稳定性，造成隧穿率的混乱 ,当非线性较强时，能级结构发生非常复杂

的扭曲，使绝热定理被更加严重地破坏 ,还讨论了这个模型在三势阱波色+爱因斯坦凝聚体系中的可能应用 ,
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! @ 引 言

多能级间的朗道+齐纳隧穿［!，"］一直是人们关心

的问题 ,作为其最简单的模型，线性二能级间的朗

道+齐纳隧穿理论（A2B）［$—)］已经被深入研究并广泛

地应用到电流驱动的约瑟夫森结［$，(］、加速光晶格中

的原子［’，&］、场驱动的超晶格［*］等物理体系 , 非线性

二能级［!%—!.］的 A2B 也被充分讨论和研究并给出可

能的 应 用［!)—$%］, 更 多 能 级 间 的 隧 穿 问 题 比 较 复

杂［$!，$"］，如 三 能 级，现 有 的 研 究 多 限 于 线 性 情

况［$$—$(］，非线性三能级的隧穿问题还少有研究 , 但

非线性三能级的朗道+齐纳隧穿有着重要的物理意

义，可用于解释三势阱波色+爱因斯坦凝聚体系的隧

穿现象［$.，$’—.%］,
本文研究了绝热条件下非线性三能级体系的

A2B,这个体系由下列薛定谔方程描述：
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其哈密顿为
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其中"是相邻两能级间的耦合常数 , $ 是非线性参

数，描述粒子间的相互作用 ,!!，!"，!$ 是三个能级

的间距 , "!，""，"$ 分别为三个能级上的概率幅 , 总

概率 "!
" E ""

" E "$
" 守恒，设为 ! ,以中间能

级为准，取!" D %，!! D F!$ D!,与二能级的朗道+
齐纳模型相似，把"值固定，!以一个常数速率变

化，即!D#!，#叫扫描速度 ,
在线性情况下，通过解哈密顿（"）的本征值，得到

绝热能级$（!）D %，G !" E """ "（见图 !（5））,为方便起

见，我们把隧穿率%%&（%，& D !，"，$）定义为!# F H
时体系初始在第 % 个能级上，到!# E H时在第 & 个

能级上的最终布居率 ,在绝热条件下

%!! D%"" D %$$ D !， （$）

%!" D%!$ D %"! D %"$ D %$! D %$" D % ,（.）

在非线性情况下，通过研究体系的本征值和本
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征态，发现当非线性不是很强时，三个能级的结构与

线性情况相似，但中间能级的性质分段，这种分段导

致绝热定理被破坏；当非线性较强时，能级结构发生

类似非线性二能级那样的扭曲［!"］，使绝热定理被更

加严重地破坏 #
我们的非线性三能级模型可以从三势阱波色$

爱因斯坦凝聚体系得到，并用于解释其隧穿现象 #

% & 非线性绝热能级

对非线性情况，我们同样先分析体系的本征值，

以便得到绝热能级的情况 # 再进一步研究其隧穿现

象 # 令 !! ’ "! ! ()!!! ，!% ’ ! * "! * "! % ()!!% ，!+ ’

"! % ()!!+ ，并引入相对相位!! ’!!!
*!!%

，!% ’!!+
*

!!%
#于是非线性三能级体系可由下列经典哈密顿来

描述：

#( ’ "!
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% , $
- "( )% "%

*# （! * "! * "%）"! ! ./0!!

*# （! * "! * "%）"! % ./0!%，

"!，!! 和 "%，!% 分别是经典哈密顿体系的一对正则

变量 #这个经典哈密顿的不动点对应着体系的本征

态，它们由下列方程给出：
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由方程（2）—（-）解出不动点就得到体系哈密顿的本

征态，同时可以通过$’ #( 得到其本征值，即能级

（见图 !）#

图 ! 三能级体系的绝热能级 （5）代表线性情况；（6）代表 $ ’

7&! 的非线性情况；（.）代表 $ ’ !7 的非线性情况（图中取#’

!&7）

对弱非线性（ $"#，见图 !（6）），这三个能级的

结构与线性三能级类似 #但中间能级的性质分段了 #
在能级的分段处，本征态的性质发生了变化，它对应

的不动点的性质也就发生了变化 # 这可以通过在不

动点附近把非线性方程（2）—（-）线性化，对不同的

"，研究所得哈密顿$ 雅可比
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的本征值得到 !我们知道这个本征值可以是实数、复

数或纯虚数 !纯虚数表示不动点是稳定的，其他情况

表示该不动点不稳定 ! 图 "（#）给出哈密顿$ 雅可比

的本征值的实部随!的变化 !我们发现，在! % &，’
" 附近，! ( 的本征值是复数（有实部），这些参数区

对应的不动点不稳定；当!取其他值时，它的本征

值都是纯虚数，相应的不动点是稳定的 !不稳定不动

点对应本征态的性质与稳定不动点对应本征态的性

质不同，因此导致了能级的分段（图 )（*））!

图 + "% ),&，不同相互作用下的隧穿率#""，#")（图中横坐标取了对数）

能级分段使本征态的绝热演化被破坏 ! 在图 "
（-），（*）中，以 ") 随!的变化为例，可以看到本征态

的绝热演化在! % . " 附近被破坏 ! 这种绝热演化

的破坏是由本征态性质在! % . " 附近分段造成

的 !此外，我们还找到了另外两个分段区，分别在!
% & 和!% / " 附近 !

对强非线性（ #!"，见图 )（#）），中间能级出现

双环状扭曲，上能级出现蝴蝶状扭曲 !这种扭曲将使

绝热定理被更加严重地破坏 !

+ , 朗道$ 齐纳隧穿率

下面，按非线性的强弱分两种情况，直接数值计

算来研究非线性朗道$ 齐纳隧穿率#$%（ $，% % )，"，

+）!在绝热条件下，隧穿率完全取决于本征态的性质

图 " "% ),&，本征态（&，)，&）0 的绝热演化与 !( 在不同!处本征值

的实部对比 （-）是本征态的线性绝热演化；（*）是 # % &,) 时本征态

的非线性绝热演化；（#）是 !( 在不同!处本征值的实部

（对应经典系统不动点的稳定性）［1&］!
对弱非线性，中间能级（图 )（*））在! % &，’ "

附近分段，体系本征态的性质发生了改变，对应的不

动点从稳定不动点变为不稳定不动点，绝热定理被

破坏 !由于不稳定不动点周围轨道的初值敏感性，三

个能级上的概率幅变得毫无规律，隧穿率完全混乱 !
图 + 给出#""（图 +（-），（*）），#")（图 +（-2），（*2）在
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不同的非线性参数下随扫描速度!的变化，"!"可由

"!# $"!! $"!" % # 计算得到 &定义!’ 为隧穿率开始

变混乱时对应的扫描速度 & 从图 " 我们还可以看出

!’ 随非线性的增大而增大 & 图 ( 给出非线性参数 !
与!’ 的关系，此图反映出!’ 与 ! 基本上是线性

关系 &

图 ) #% #*’，! % )*’，隧穿率"""（" % #，!，"）（图中横坐标取了对数）

图 ( 非线性参数 ! 与隧穿率开始变混乱时对应!的关系

从图 "（（+），（,）和（+-），（,-）还可以看出，对有

限大小的扫描速度，由于能级分段非常小，系统感觉

不到能级的分段 & 这时，与线形情况类似，系统演化

在三个能级上的概率幅有规律地变化，因此隧穿率

平滑地变化，并且趋于线性时的隧穿规律 &
此外，在非线性较弱时，上下两能级对称且与线

性绝热能级（图 #（+））相同，因此绝热隧穿率"##，

"#!，"#"，""#，""!，""" 趋于它们的线性情况，即（"），

（(）式 &
随着非线性的加强，中间能级发生双环状扭曲

（图 #（.）），绝热定理被更加严重地破坏，隧穿率"!"

（" % #，!，"）变得更加混乱（见图 "（.），（.-））& 上能

级发生蝴蝶状扭曲，隧穿率"""（" % #，!，"）变得混

乱 &图 ) 给出"""，""!随扫描速度!的变化 &""#可由

""# $""! $""" % # 计算得到 &我们看到，非线性造成

绝热隧穿 &对有限的!，"""，也已经偏离线性隧穿规

律了 &此时，下能级仍然光滑，所以"##，"#!，"#" 趋于

它们的线性情况，即（"），（(）式 &

( * 应 用

我们的非线性三能级模型可由三势阱 /01 体

系得 到，并 用 于 理 解 其 隧 穿 现 象 & # % ’ 时，势 阱

$（ %，&）中 /01 的 波 函 数 $（ %，& ）满 足 234556
789+:;5<88 方程（270）

8%!$
（ %，&）
!& % = %

!

!"

"

!$（ %，&）

$［#（ %）$ ’’ $（ %，&） !］$（ %，&），

其中 ’’ %
(#%! ()

" ，" 是原子质量，( 原子相互作用

的散射长度 &我们做两个近似：#）这个波函数是单个

阱中概率波的叠加 &非线性相互作用对这种叠加有

破坏作用 & !）270 中波函数随空间的变化和随时间

的演化是可分离的［"］&这样有

$（ %，&）%&#（ &）’#（ %）$&!（ &）’!（ %）

$&"（ &）’"（ %）& （#’）

三势阱中三个弱耦合 /01 构成体系的动力学就可

由下列薛定谔方程描述：
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其哈密顿为
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! "!"#

#"

!

#!
# $$（ #）#!( )# % #（! " &，#，’）

是势阱的最低能量 ( $! "!%! #!
) % #（! " &，#，’）

描述原子间相互作用 (

&&# " * (!"#

#"

!

#&

!

## $$（ #）#&# )# % #，

&#’ " * (!"#

#"

!

##

!

#’ $$（ #）### )’ % #

是耦合矩阵元，只考虑阱 &，# 耦合，#，’ 耦合，且它

们的耦合强度相等 &&# " &#’；阱 &，’ 间无耦合 (在实

际的实验中，根据所用外势的具体形式由托马斯+费

米近似求出各阱中的基态波函数，或用高斯波包代

替基态波函数，再对空间积分就可求出这些参数 (
方程（&&）与方程（&）完全相同 (因此，非线性三

能级模型提供了理解三势阱波色+爱因斯坦凝聚体

系隧穿现象的理论基础 (

, - 讨 论

综上所述，我们研究了非线性三能级体系的绝

热朗道+齐纳隧穿 (发现当代表非线性的原子间相互

作用很弱时，三个能级的结构与线性情况相似，但中

间能级的性质分段，导致绝热定理被破坏，隧穿率变

混乱 (对较强的相互作用，绝热能级发生不同于非线

性二能级那样的扭曲［&.］(这种扭曲将使绝热定理被

更加严重地破坏［&/］(对有限大小的!，%#"，%’" 就已

经混乱了，这种扫描速度较快的非绝热隧穿问题，我

们将在随后的文章中详细讨论 (
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