
玻色!爱因斯坦凝聚体自囚禁现象的

动力学相变及其量子纠缠特性!

马 云!）" 傅立斌#） 杨志安!） 刘 杰#）

!）（济南大学理学院，济南 #$%%##）

#）（北京应用物理与计算数学研究所，北京 !%%%&&）

（#%%$ 年 !% 月 ’% 日收到；#%%( 年 # 月 !’ 日收到修改稿）

研究了量子涨落对自囚禁现象的影响 ) 采用玻色*爱因斯坦凝聚体（+,-）两模模型进行研究，发现有限粒子

+,- 系统自囚禁现象的发生同样存在临界现象，但是由于量子涨落的影响使得这个临界现象变得模糊，并且粒子

数越小量子涨落的影响越明显 )为了更加明确地描述有限粒子系统的自囚禁现象，通过系统各态平均占有概率的

熵（简称平均熵）和平均纠缠熵来刻画自囚禁现象，并讨论自囚禁现象发生前后系统的纠缠特性 )

关键词：玻色*爱因斯坦凝聚（+,-），自囚禁，纠缠熵

"#$$：%’($，%!$$，.’’$

!国家自然科学基金（批准号：!%/./%%&，!%//$%%$）和中国工程物理研究院预研基金资助的课题 )

" ,*0123：1!##%./!$&4!#(5 670

! 5 引 言

随着 !88$ 年原子玻色*爱因斯坦凝聚的实现，

玻色*爱因斯坦凝聚体（+,-）成为了近年来的热门

研究课题之一［!，#］，并被逐步地应用于精确测量和量

子信息处理等高新技术［’］)
双势阱模型是一个非常基本的简单物理模型 )

人们可以用它来研究 +,- 原子的量子隧穿和量子

相干等相关特性 )最近人们在实验上观测到双势阱

中许多有趣的物理现象［/］) 其中最有趣的现象是自

囚禁现象（9:3;*<=1>>2?@），即使原子间存在排斥相互作

用，在对称双势阱中演化的 +,- 却可以呈现高度的

不对称分布，好像绝大多数原子被其中的一个阱囚

禁，这种反直觉的现象引起了人们的极大兴趣［/—.］)
很多研究小组已经对该现象进行了相关深入地

讨论和研究［&—!’］)如在平均场近似下，从理论上发现

并很 好 地 描 述 了 +,- 系 统 的 两 种 自 囚 禁 现 象

（7962331<27? 型自囚禁和 =A??2?@ >B19: 型自囚禁），并

讨论了对称双势阱 +,- 自囚禁的周期调制等［!/］)

本文主要研究量子涨落对自囚禁现象的影响 )
对于有限粒子的 +,- 系统，自囚禁发生时也存在临

界现象，但是由于量子涨落的影响，这个临界现象变

得比较模糊，而且粒子数越小，临界现象越不明确 )
为了更好地研究纯量子系统的自囚禁现象，我们用

平均熵来描述 +,- 自囚禁现象；并用平均纠缠熵来

刻画系统自囚禁相变前后的量子纠缠特性 )
本文介绍双势阱模型和对称双势阱 +,- 自囚

禁现象；讨论量子涨落对系统自囚禁现象的影响；用

平均熵与平均纠缠熵对有限粒子数系统的自囚禁现

象及其动力学相变进行描述，并讨论系统在自囚禁

发生前后的纠缠特性 )

# 5 双势阱 +,- 的自囚禁现象

对于双势阱 +,- 体系，则其无量纲两模近似薛

定谔方程为［&，8，!#］
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其中，无量纲参量 ! 是两势阱中的耦合参数；!为两

势阱间的能量差，与势阱的形状有关，对称双势阱的

!! "，本文讨论的都是对称双势阱；" 为原子间相互

作用参数，与 # 波散射有关 $
在平均场近似下，我们知道有两种自囚禁现象：

%#&’(()*’%+ 型自囚禁和 ,-++’+. /0)#1 型自囚禁 $其中，

,-++’+. /0)#1 型自囚禁在实验中已经被观测到了，

因此本文主要讨论量子涨落对 ,-++’+. /0)#1 型自囚

禁的影响 $我们先来看平均场近似下的 ,-++’+. /0)#1
型自囚禁现象 $

为方便起见，设初始时粒子在一个势阱中的概

率为 2（即 # ! 2，$ ! "），且令 ! ! 2，" 分别取 2344，

53"，53"2，53"6 时，得到在平均场近似下布居数差 %
（ % ! 7 $ 7 5 8 7 # 7 5）与时间 & 的图像如图 2 所示 $

图 2 布居数差 %（ % ! 7 $ 7 5 8 7 # 7 5）随时间 & 的变化图像

从图 2 可以看到明显的自囚禁现象 $ " 9 ! : 5
时，粒子在两势阱间振荡，布居数差 % 对时间的平均

值〈 %〉! "，即粒子在两势阱中的分布是对称的；" 9 !
; 5 时，布居数差 % 对时间的平均值〈 %〉不为 "，粒子

在两对称势阱中的分布具有不对称性，而且粒子间

非线性相互作用参数 " 值越大，粒子在两阱间分布

的不对称性就越高，粒子自囚禁现象也就越明显 $系
统自囚禁现象的相变在 " 9 ! ! 5 时发生 $

为了更加清晰地体现在平均场近似下自囚禁现

象是如何发生的，我们将布居数差 % 对时间求平均

值，并做出它随 " 变化的图线，如图 5 所示 $
从图 5 可以明显的看到当 " ! 5 时，系统发生了自

囚禁现象 $ " ; 5 后，随 " 的增加自囚禁现象越明显 $

< 3 量子涨落对自囚禁现象的影响

纯量子体系的两模哈密顿可以表示为［2<—26］

图 5 布居数差 % 对时间求平均值随 " 变化关系

’ ! 8!2（#= # 8 $= $）8 "2（#= #= ## = $= $= $$）

= !2（#= $ = $= #）， （<）

其中，!2 为量子体系两势阱间的能量差，"2 为该体

系粒子间的相互作用参数，!2 为两阱间的耦合系

数，# = ，$ = 分别是两模的粒子产生算符，#，$ 分别

是两模的湮没算符，［# = ，#］! 2，［ $ = ，$］! 2，［ # = ，

$ = ］! "$
为了计算方便，选取 7 (，"〉为初态（( ! 5""），则

此时粒子全部处于一个势阱中；并令 ! ! 2，" 分别

取 "36，234，532，536，利 用 此 哈 密 顿 进 行 相 应 的

计算：

’>")
> & ! !

*
’’)*+* ， （?）

其中

’)* !〈*，( 8 * 7 ’ 7 )，( 8 )〉，

% ! 7 # 7 5 = 7 $ 7 5 ! !
)

7 +) 7 5 ( 8 5)
( ，（6）

式中 +*，) 为系统处于某量子态的概率幅；7 # 7 5，

7 $ 7 5 分别为粒子处于两势阱中的概率；% 为布局

数差 $
当粒子间非线性相互作用参数 " 分别取 "36，

234，53"，536 时，布居数差 % 随时间 & 的变化图线如

图 < 所示 $
从图 < 中我们发现布居数差 % 随时间 & 的变化

图线无法清晰地展现粒子由振荡到自囚禁状态变化

过程 $所以我们考察了布居数差的平均值〈 %〉与粒子

间非线性相互作用参数 " 的变化关系（图 ?）$
图 ? 中，通过对比可以看到，在平均场近似下，

系统发生自囚禁有一个非常明显的临界现象 $ 而由

于量子涨落的影响，这个临界现象变得比较模糊 $而
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图 ! 布居数差 ! 与时间的变化关系

图 " 布居数差的平均值〈 !〉与粒子间非线性相互作用参数 " 的

变化关系

且，粒子数越小，量子涨落的影响越明显，系统发生

自囚禁的临界现象越不明确 #因为，量子涨落是由于

系统一般不处于本征态上引起的，所以布居数要随

时间发生改变，布局数差也会相应发生变化 #当粒子

数很大时这种改变相对系统是个小量，但当粒子数

有限时就可能影响系统的行为 #所以，当粒子数较小

时，量子涨落对系统的影响比较明显，模糊了系统发

生自囚禁的临界现象 #
对于粒子数有限的纯量子系统而言，所谓自囚

禁就是粒子被囚禁在有限的几个量子态上 # 所以有

必要进一步研究有限粒子系统在一定时间段内，对

应于不同的粒子间相互作用参数 "，粒子在各量子

态的分布情况 #
通过计算，我们得到 " $ %，&’()，*’) 时粒子对

时间的各量子态分布概率等高线图像如图 )（+），

（,），（-）#其中：图的横坐标为时间；纵坐标为量子态

的序数；图线所代表的数值为粒子在各态上的概率 #

图 ) （+）" $ % 各量子态分布概率等高线图像；（,）" $ &’() 时各

量子态分布概率等高线图像；（-）" $ *’) 各量子态分布概率等高

线图像

图 )（+）中，可以看到 " . # $ % 时，粒子各态遍历，

而且在一定时间段内，粒子在各态上的平均分布概

率大致相等 #在图 )（,）中，当 " . # 接近 * 时，对应于

每一时刻粒子在各态上均有分布，且概率几乎相等 #
而从整个时间段来看粒子也是各态遍历，且分布概

率大致相同 #图 )（-）是 " . # / * 时粒子在各态的分布

情况，此时，粒子被束缚在某几个态上，也就是系统
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的自囚禁现象 !
为了进一步定量地刻画有限粒子系统的自囚禁

现象，我们引入熵来进行相关研究与讨论 !

" # 有限粒子系统自囚禁现象的量子纠

缠特性

!"#" 量子纠缠熵

量子纠缠熵是基于全同粒子的模式纠缠理论用

于描述体系纠缠程度的特征量 !
全同粒子的两模系统，设系统的总粒子数为

!，则系统波函数的表达式为

$ !〉% !
!

" % &
#" $ "〉$ ! ’ "〉， （(）

!
!

$ % &
$ %" $ ) % *，

$ %" $ ) 表示粒子在每个态的占有概率 !
两模量子体系纯态的纠缠程度我们用其中任一

模式的 +,- ./012-- 熵来表示 !这样，两体系统的纠

缠熵的表达式为［*3］

&（"’）% ’ 45［"’ 6,7（"’）］

% ’!
(
#( 6,7（#(）， （8）

对子系统 ) 部分求迹得到子系统 ’ 的约化密度

矩阵

"’ % !
*
#)

* $ *’〉〈 *’ $ ! （9）

用 :,;< 基表示为

"’ % 45)（"）% !
!

"，$，(
%$%"" $ $〉〈" $

=〈( $ ! ’ $〉〈! ’ " $ (〉

%!
!

" % &
$ %" $ ) $ "〉〈" $ ! （>）

通过（>）式，得到系统的约化密度矩阵是对角矩

阵，并且特征值为#* % $ %* $ ) !所以，两模 ?@A 系统

纠缠熵的表达式为［*(，*8］

&"*
% ’!

!

" % &
$ %" $ ) 6,7 $ %" $ ) ! （*&）

!"$" 有限粒子系统自囚禁现象及其纠缠特性

我们用表征粒子在各态平均分布情况的平均熵

来定量地刻画有限粒子系统自囚禁现象并用表征系

统平均纠缠程度的平均纠缠熵来描述系统自囚禁现

象的纠缠特性 !

用平均熵描述量子系统自囚禁现象的动力学相

变 !先求出对应于同一个粒子间排斥相互作用参数

# 系统不同时刻的波函数，并取适当时间间隔对各

态的占有概率 $ %" $ ) 求平均值，然后计算出平均占

有概率的熵，即 &2+/5 % ’!
!

* % *
〈 $ %" $ )〉6,7〈 $ %" $ )〉!

平均熵表征在一段时间间隔内，粒子在各态的分布

情况，熵越大，粒子在这段时间内分布得越均匀 ! 当

熵为 6,7（! B *）时，在这段时间内粒子是均匀分布

的，其中包含两种情况：*）粒子各态遍历，均匀分

布，但各态间不纠缠；)）在这段时间中，粒子不但各

态遍历，均匀分布，且系统处于最大纠缠态，即各态

间高度纠缠 !
用纠缠熵的平均值来描述系统自囚禁现象的量子

纠缠特性 !先求出对应于同一个粒子间排斥相互作用

参数 # 不同时刻的纠缠熵，再取适当时间间隔对系统

纠缠熵求平均值即〈&〉%〈’!
!

* %*
$ %" $) 6,7 $ %" $)〉!平

均纠缠熵越大，系统的平均纠缠程度越高，当 & %
6,7（! B *），系统处于最大纠缠态 !

对一个粒子数为 ! % )&& 的对称双势阱 ?@A 系

统，为计算方便设初态为 $ !，&〉，计算得到系统平均

熵与平均纠缠熵随粒子间相互作用参数 # 的变化

图像如图 ( 所示 !

图 ( 系统平均熵与平均纠缠熵随粒子间相互作用参数 # 的

变化

首先，在图中可以看到用平均熵和平均纠缠熵

对系统自囚禁进行描述都可以在 # C + % ) 这一点看

到较明显的临界现象 ! 与平均场近似下的描述相

符合 !
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其次，我们进一步分析系统自囚禁现象及其纠

缠特性 !
"）! # $ 时，平均熵接近 "，系统波函数是各态遍

历的，在量子时间内在每个态上的分布概率都近似

相等，对应的物理过程就是粒子在两阱间振荡；而此

时，虽然在量子时间内系统在每个态上的分布概率

都近似相等但各态之间纠缠程度较低（见图 %（&））!
随着粒子间非线性排斥相互作用的增大，平均熵慢

慢趋近于 "，平均纠缠熵迅速增大，系统的纠缠程度

越来越高 !
$）当 ! 取 $ 时系统平均分布概率的熵达到 "，

纠缠熵的平均值也达到最大值，此时系统粒子在各

态上的 分 布 都 相 等，且 各 态 间 高 度 纠 缠（见 图 %
（’））!

(）! ) $ 时，随着 ! 的增大，平均熵逐渐减小，即

! 越大，粒子分布越不均匀，逐渐被“囚禁”在某几个

态上，系统出现了自囚禁现象 !这个结果与平均场近

似下的结果非常符合，此时，整个系统的纠缠程度逐

渐降低（见图 %（*））!当 ! 趋于无限大时，粒子逐渐

被囚禁在 + "，,〉态上，且平均熵和平均纠缠熵都随

! 的增大逐渐趋于 , !
我们知道了整个系统的平均纠缠特性，我们更

感兴趣的是粒子在被囚禁的几个特定态上的纠缠程

度是怎样的 !设在 ! 为大于 $ 的某一值时，粒子被囚

禁在 # 个态上，如果 # 个态最大纠缠，根据平均熵

和平均纠缠熵各自的计算表达式不难得到此时 $&-./

0〈$〉0 123#，即一般来说，图中两条图线越接近，

纠缠程度越高 !从图 4 可以看出，! ) $ 时粒子被囚

禁在有限的几个态上，但这几个态并不是高纠缠的 !
总起来说，纯量子系统 567 自囚禁现象的动力

学相变过程及其量子纠缠特性是当非线性相互作用

参数 ! # $ 时，粒子各态遍历均匀分布 ! ! 0 , 时各态

间纠缠程度很低 !当 ! 由 , 逐渐增大到 $ 的过程中，

系统的纠缠程度迅速增高并在 ! 0 $ 的相变时达到

最大值 ! ! ) $ 时系统出现自囚禁现象，粒子被囚禁

在某几个态上，但各态间的纠缠程度较低 ! 当 ! 趋

于无限大时，系统平均纠缠度趋近于 ,，粒子被囚禁

在 + "，,〉态上 !

% 8 总 结

本文，主要讨论了量子涨落对自囚禁现象的影

响 !我们发现由于量子涨落的影响，系统发生自囚禁

的临界现象变得模糊 !为了更好地描述有限粒子系

统自囚禁现象，我们在对一个时间段内系统所有粒

子在各态占有概率进行讨论的基础上引入了熵，并

用一个时间段内系统各态平均占有概率的熵和平均

纠缠熵对量子系统自囚禁现象进行了定量描述，并

得到了系统发生自囚禁前后的量子纠缠特性 !即自

囚禁现象发生前，粒子在各态上分布概率较为平均，

各态间不纠缠，纠缠程度随非线性作用参数 ! 的增

大而增高；! 0 $ 时系统出现自囚禁现象，且随 ! 增

大，粒子逐渐被囚禁在某几个态上，各态间纠缠程度

较低；当 ! 趋于无穷时，粒子被囚禁在 + "，,〉态上，

系统不纠缠 !
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